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Los nimeros complejos son
la herramienta de trabajo
del algebra, andlisis, asi
como de ramas de las
matematicas purasy
aplicadas como variable
compleja, ecuaciones
diferenciales, aerodinamica
y electromagnetismo entre
otras de gran importancia.
Ademas los numeros
complejos se utilizan por
doquier en matematicas, en
muchos campos de

la fisica (notoriamente en
la mecanica cuantica) y

en ingenieria, especialmente
en la electronica y

las telecomunicaciones, por
su utilidad para representar
las ondas
electromagnéticas y

la corriente eléctrica.



NUmeros Complejos

En el conjunto de niimeros complejos, se da respuesta a algunas de las operaciones que no tenian
solucién en el conjunto de nimeros reales.

Hasta el momento, en el conjunto de nimeros reales, las raices de indice par y radicando negativo
no poseian solucion. En el nuevo conjunto de niimeros se define a:

Vv=1=1i o bien i?=-1

Ya podemos realizar resolver ecuaciones que no tenian solucion real:

x2+4=0
x?=—4
x| =vV—4 = |x| =V-1.4 = 2i
|x| = 2i
X, = -2 X, = 21
S ={-2i;2i}

Un niimero complejo es un par ordenado de nimeros reales z = (a;b) a,beR

Todo par ordenado, también se podra escribir de la siguiente manera:

«_n

donde nos referiremos a “a” como la parte real (Re (z) = a), y a “b” como la parte imaginaria
(dm (z) = b)

A cualquiera de estas dos notaciones se las conoce como forma binémica del numero complejo.

Llamaremos C al conjunto de los nimeros complejos en los cuales se define una operacién de
suma y producto.

Ejemplo: hallar la parte real e imaginaria de los siguientes nimeros complejos

z=2-7i Re (z) =2 Im(z) = -7
z=8i Re(z) =0 Im(z) =8
Z=—\/i+%i Re (z) = -2 Sm(z)=%

El conjunto de nimeros complejos C, es el mas amplio de los conjuntos numéricos por eso R es un
subconjunto de los complejos.



Representacion grafica de un Numero Complejo

Para graficar un complejo en el plano real, se tiene en cuenta que el eje de abscisas recibe el nombre
de Eje Real (Re )y el eje de ordenadas, Eje Imaginario (3m).

Para representar un nimero complejo utilizaremos lo visto anteriormente: Un niimero complejo es
un par ordenado de niimeros reales z = (a;b) a,beR

Se puede representar a un nimero complejo mediante un vector que tiene su origen en el origen de
coordenadas y su extremo en el par ordenado que representa al nimero complejo.

Im (z)
[ z=a+b
|2
0 ¥ Re (z)
a

Este vector que representa al nimero complejo “z”, forma un angulo con el eje horizontal llamado

“«_n

“argumento”. Lalongitud de dicho vector se llama “médulo” del numero complejo “z

Para hallar el valor del médulo aplicamos el teorema de Pitagoras.
|z] =+ a2 + b2

El valor del argumento del nimero complejo se calcula de la siguiente forma:

b
P =Arg(z) = arctg |E|

Cabe aclarar que dicho calculo corresponde a angulos del primer cuadrante. Si el angulo pertenece a otro

cuadrante deberemos tomar las siguientes consideraciones:

e Siel angulo pertenece al 22 cuadrante: 8 = 180° — @
e Siel angulo pertenece al 32 cuadrante: § = 180° + @
e Siel angulo pertenece al 42 cuadrante: f = 360° — ¢

Calculamos el médulo: |z| = |32 + (—V3) =V9+3=ViZ=2V3

Si graficamos el complejo, observaremos que se encuentra en el 4to cuadrante:
-3

@ =arctg

V3
=arctg <?> =30° - B =360°—30°=330°




Conjugado y Opuesto de un Numeros Complejos
A partir de un niimero complejo z = a + bi se definen los siguientes nimeros complejos:

e Elconjugadodezes Z=a— bi (laparte real es igual y la parte imaginaria es la opuesta).

e Elopuestodezes —z = —a — bi (la parte real y la parte imaginaria son opuestas).
Ejemplos: i
zy=—1-2i 71 = —1+2i —z;=1+4+2i |
Zy = 8i _2 = —8i — Zp = 8i :
Z3 = 7 Z3 = 7 -z =-7 !

EJERCICIO N2 1: Completar la siguiente tabla

N Part P
umerf) Parte Real a-r € . ar Médulo Argumento
Complejo Imaginaria ordenado
2+7i
2 8
-2 V2
-3 —3i
5i
-4 0

EJERCICIO N® 2: Graficar los siguientes numeros complejos. Hallar su médulo y argumento

a)z; = -3 —4i b) z, = —2i c)z3 =1—35i

d)z, =3+ 2i e)zs=—2+4i ze=—4+1i

EJERCICIO N2 3: Sabiendo que z = 2 + 2i, hallar los siguientes complejos:

) 2z b) —z 0) 3z d) z



Operaciones con Numeros Complejos

A partir de los numeros complejos z; = a + bi y z, = ¢ + di se definen las siguientes operaciones entre
numeros complejos:

@ Suma y Resta: para sumar (restar) dos o mas niumeros complejos se suman (restan) parte real
con parte real y parte imaginaria con parte imaginaria.
zZ1+z,=(a+c)+(b+d)i

z1—2z;=(a—c)+ (b —-d)i

Ejemplos: z; = -3+ 2i Z, =7 —8i
2142, =(-3+7D+(2+(-8)i=4+(-6)i=4—6i

z1—2,=(-3-7)+(2—(-8))i=-10+ 10i

@ Multiplicacién: para multiplicar nimeros complejos, se aplica la propiedad distributiva. Debe
tenerse en cuenta que i = —1

' Ejemplo: z; = —4+2i z, =3 —3i |
71.Zy = (=4 + 2i). (3 — 3i)
z1.2y = (—4).3 + (—4). (—=3i) + 2i.3 + 2i. (—30)
Z1.2, = =12+ 12i 4+ 6i — 6i* = =12+ 12i + 6i — 6.(—1)

EJERCICIO N2 4: Resolver las siguientes sumas y restas entre complejos:

o (1+30)+(G+1) = d) (5 +90) — (4 + 2i) =
b) (2 +30) + (-1 — 20) = e) (—g+i)—c—;—%i):
O (3+2)+(-1+2i)+3= H@E-20-(-i)+(2+20) =



EJERCICIO N2 5: Resolver las siguientes operaciones entre complejos:

a)(1-5).(2+3) = e)(1—-i).(1+10)=

b) (3 +2i).(4 +3i) = HB+i).(~1—i).(=3+10) =
) (-1+i)? = 9) (2+§i).(§+2i).2i=

d) (4 - 60)* = p(1+30) (-1-31) =

@ Division: para resolver la divisién entre dos numeros complejos, siendo el divisor no nulo,
multiplicamos tanto numerador como denominador por el conjugado del divisor.

S Ejemplo: z; =—4+2i z, =3—-3i \
- —4+2i
192 7 3.3

(—4+20) (3+30)

Z1:Zy = G3) " (G3) aplicamos distributiva en numerador y denominador
- (—4).3+(—4).3i42i.3+2i.3i _ —12-12i+6i+6i> _ —12-12i+6i—6
"2 ™ 33+33i+(-30)3+(=30).3i  9+9i-9i-9i2 9+9i-9i+9
goi g, = C18760_ 18 6 gz = —1 — 1
N 12 18 18 18 12 3 /!

EJERCICIO N2 6: Resolver las siguientes divisiones entre complejos

2+3i 10 1+i
@) Simi L verhs 9 5=
3—i 1-i 1-2i).(2—i
b) L e) L h) ( 11)1(' D _
—1+i 2+3i Py
—3+51 2
©) 1+ ) —142i

EJERCICIO N® 7: Resolver las siguientes operaciones entre complejos

(2-0)+2.(2+30)+7i _ (2+3i).(—1+20)+10

) “@D - Ci2p ) (2+) t1=
(2-0) 5.(2431) _ (2+40) _ ) _

) 1+20)" (2+0) e) a0 —(-1+2D)+1=
(2+0D)+(2+30) (1-2i) _ (10+15) . (2+i) _

) 3i T2+ ) (1-2i) (1420



Potencias de imaginarios

Teniendo en cuenta que i?> = —1, calculamos las sucesivas potencias de i
i°=1 t=Bli=-ii=-i’=—-(-1)=1
it=i P=iti=1i=i

i2=-1 i=ii=ii=i*>=-1
B=iti=-li=—i i7=i%i=-1li=—i

Como podemos ver, los nimeros 1, i, -1, —i se repiten periddicamente. En general, para cualquier potencia
de i, por ejemplo i" debemos hallar el resto r de la division de n por 4.

i"=i"
EJERCICIO N¢ 8: Calcular las siguientes potencias
a) i127 — d) (i9)27 —
b) i1042 — e) ill. i33 —
C) i66 — f) i2022: i3 —
EJERCICIO N2 9: Resolver
1+, i +0)23%7 *+i%+ite
Q) +5= b) (3-0)2. ()23 €) S0 =

EJERCICIO N2 10: Hallar el valor de “x”, para que (2 + x i)? sea:

a) Imaginario puro.

b) Un numero real puro.

_ 3k.i®°-4k.i®?

EJERCICION211:Si z -
2+i

, hallar el valor de k para que se verifique: Im(z) = 12

15 _ 25
EJERCICION®12:Si z = % , hallar el valor de k para que se verifique: Re(z) = 2

EJERCICIO N2 13: Calcular el complejo “z” que verifica:

a)2z+3i=zi+2—-1) d)ﬁ—3=z
b)zi+2=i(l+3z) ) (3-2i) . z+ = =2+2i
Oz.(2-i)=z—i fy e 1o My



Forma Polar y Trigonométrica de un Numeros Complejos

Como ya hemos dicho anteriormente, un nimero complejo puede ser representado por su vector posicion.
Es decir, el complejo z quedara perfectamente determinado por el médulo de dicho vector |z| y el angulo
que forma con el eje real. A la medida del angulo ¢ se lallama Argumento de z

Entonces, podremos escribir el complejo a partir de su médulo y argumento de la siguiente manera:

e

FORMA POLAR DE Z

Ejemplo: Sea z; = V2 + V2i, expresarlo en forma polar

|Z|=J(\/7)2+(\/7)2=v2+ =V4=2 @ =Arg(z) = arctg (%)=45° 212214_5"

Otra forma de expresar a z mediante el médulo y su argumento es utilizando las nociones de trigonometria
vistas.

a
cosp=— — a= |z|.cos¢g

|z]

b
seng =— — b= |z|.sen¢

|z

Finalmente, sacando factor comtn el médulo, la forma hallada es la forma trigonométrica de z

z=a+ib = |z|.cosg +i.|z|.senp

z = |z|.(cos @ + i.sen ¢) FORMA TRIGONOMETRICA DE Z

Ejemplo: Sea z; = V2 + V2 i expresarlo en forma trigonométrica

Como vimos en el ejemplo anterior, |z| =2 y ¢ = 45°, entonces la forma trigonométrica del complejo es:

z; = 2.(cos 45°+ i.sen 45°)



Operaciones con Numeros Complejos en Forma Polar y Trigonométrica

Dados dos niimeros complejos z; y z, , cuyos argumentos son ¢ y f respectivamente, definiremos las
siguientes operaciones en forma polar y trigonométrica:

@ Multiplicacion:
21.2; = |z1l.1z2] | <+ 21.2; = |z1]. 125 . [cos (< +f) + i.sen (< +B)]
@ Division:

21 lal [oc B - .[cos (x —B) + i.sen (x —f)]

7 zp| — 7z z|

& Potenciacion:

z1" = |z4|" ["-OC z1" = |z4|".[cos (n.x) + i.sen (n.x)]

Esta ultima férmula es conocida como Formula de De Moivre.

EJERCICIO N2 14: Expresar en forma polar y trigonométrica los siguientes nimeros complejos:

a) (V3 ++3i) d) (—2v3;2)
b) (V3 —1i) e) (=2;-2)
¢) (1 —3i) f) (=40

EJERCICIO N2 15: Pasar a forma binémica

a) (2;459 d) (5;150°)
b) (1;330°) e) (3;1809)
c) (42259 ) (V2;270°)

EJERCICIO N2 16: Realiza las siguientes operaciones en forma polar (o trigonométrica) y dar el
resultado en forma binémica

@) (4m): (2:5) d) (1 +0)°
b)5(cos%+isen %).3(cos§+isen g) e) (1 +\/§i)4
c) [\/§(COS%+isen g)]z f (3+\/§i)7



Respuestas

EJERCICIO N24

5 3.
a) E+El

EJERCICIO N95

a) 17 -7i

EJERCICIO N26

9

7 .
a) E_Bl

EJERCICIO N27

a) 3+1i

EJERCICIO N28

a) —i

EJERCICIO N29

1 1.
a) E—El

EJERCICIO N210

a) x, =—-2

EJERCICIO N211
k=30

EJERCICIO N212
k=—4

EJERCICIO N213

8 6 .
(1) E—gl

EJERCICIO N214
a) z=+6 [ﬂ
b) z=12]330°
¢) z=2|300°

EJERCICIO N215

a) z=+2+2i

EJERCICIO N216

a) z=—vV3+i

b) 1+

b) 6+ 17i

by —2—i

b) 4 —7i

b) —1

b) %—

x2=2

142 d) 147

¢) 2i d) — 20— 48i

c) 1+4i

d) 2

c)—1 d)—i e) 1

4 .
—l

= c)2+i

b)x=0

1 1. 1 1.
b)—E+El C)E_El

z =6 (cos 45° + i.sen 45°)
z =2 (cos 330°+ i.sen 330°)
z =2 (cos 300°+ i.sen 300°)

P

b) z ¢) z=-2v2-22i

——-i

3,33,

b) z = 15i 42

c) z=

10

e)2

e) 1+i

d) —3+3i

d) z=4150°
e) z=2v2]|225°

d) z=-8i

h) —3—2i

f)10+10i  g)—= -

PHl—i  h) —5-5i

£)—7— 4i

f)—i

e) z=2+i f)z=7+2i

z =4 (cos 150° + i.sen 150°)
z = 22 (cos 225°+ i.sen 225°)

f) z=4|180° z =4 (cos 180° + i.sen 180°)

d)z=-224% e) z=-3 ) z=v2i

e) z=—-8-8V3i



UNIDAD N° 2

Aunque implicita en el
desarrollo del Calculo de

los siglos XVII y XVII], la
notacién moderna del limite
de una funcién se remonta

a Bolzano (1817). Sin
embargo, su trabajo no fue
conocido mientras él estuvo
vivo. Cauchy expuso limites
en su Cours d'analyse (1821)
y parece haber expresado la
esencia de la idea, pero no de
una manera sistematica. La
primera presentacion
rigurosa de la técnica hecha
publica fue dada

por Weierstrass en los 1850 y
1860 y desde entonces se ha
convertido en el método
estdndar para trabajar con
limites.

LIMITES Y
CONTINUIDAD
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NOCION DE LIMITE

En este capitulo se comenzara a manejar algunas herramientas del cdlculo diferencial, empezando por el
concepto de limite.

En matematica muchas veces es importante saber que sucede en zonas muy proximas a un punto sin
necesidad de ver que ocurre en el punto propiamente. El limite es una herramienta que nos brinda esa
informacion.

Empecemos analizando el siguiente ejemplo:

® Dada la funcién f:R - R f(x) = x? — 3x ;Cémo se comportan los valores de la funcién en las

proximidades de x = —1? ;Qué sucede con f(x) cuando x tiende a -1?
| X tiende a -1 por izquierda> <Cj tiende a -1 por derecha |
X -1,01 -1,001 -1,0001 -1 -0,9999 -0,999 -0,99
(x) 4,0501 4,005001 4,00050001 4 3,99950001 3,995001 3,9501

| f (x) tiende a 4 > <: f(x) tiende a 4

Puede observarse que cuando x se aproxima a -1 por valores menores
que él, los valores de la funcién se aproximan a 4. De la misma manera,
cuando se eligen valores de x que se aproximan a -1 por valores
mayores a él, la funcién se aproxima a 4.

NO interesa el valor de la funciéon cuando x = —1

Este comportamiento de la funcién puede observarse en el grafico.

Se expresa de la siguiente manera:

"El limite de la funcién x? — 3x es 4 cuando x tiende a — 1"

Simbélicamente: lim,_, _; x2 — 3x = 4

Veamos otro ejemplo:

.. 3x2-

® Sealafuncion f:R->R f(x) = —
valor se acerca f (x) cuando x se aproxima a 1?

& cuyo dominio es Dom f(x) = {x: xeR x # 1} ;A qué

Como x = 1 no pertenece al dominio de la funcién, f(1) no esta definida. Por ese motivo es necesario
averiguar cual es el valor al que se aproximan las ordenadas de la funcién para aquellos valores de las
abscisas proximos a 1. Con ese objetivo, se construye una tabla de valores de f en la que x se acercaa 1 por
valores menores que él, es decir, mediante nimeros reales que estan a su izquierda y otra tabla en la que x
se acerca a 1 por valores mayores, es decir, que estan a su derecha.

12



X f) X f&)

0,9 5,7 1,1 6,3
0,95 5,85 1,05 6,15
0,99 5,97 1,01 6,03
0,995 5,985 1,005 6,015
0,999 5,997 1,001 6,003

Se observa que cuando x se acerca a x = 1 por derecha o por izquierda, los valores de la funcién se
aproximan a seis (tiende a 6). Esto se expresa de la siguiente manera:

lim f(x) =6

El limite de la funcién f(x) cuando x tiende a 1 es igual a 6

La funcién no esta definida en x = 1, pero sin embargo, cuando x toma valores cada vez mas préximos a
uno, tanto por izquierda como por derecha, el valor al que tiende la funcién es seis.

Entonces:

® El ndmero al cual tiende f(x) cuando x se aproxima a 1 por la izquierda y simbdlicamente se
escribe:
liql_ fx)=6
X
Se llama “limite lateral por izquierda”

® El ndmero al cual tiende f(x) cuando x se aproxima a 1 por la derecha y simbdlicamente se
escribe:
lim f(x) =6

x—=1
Se llama “limite lateral por derecha”

® Como ambos limites laterales son iguales, se expresa:
lin% fx)=6
X—

Se dice que el limite de la funcién f (x) cuando x tiende al niimero real “a” es igual al

“«_n

numero real L, si al aproximarse x a “a” por la izquierda y por la derecha, siendo x # a,

resulta que f (x) se aproxima a L. Se escribe
lim f(x) =L

13



Cuando se calcula el limite de una funcién en un punto de abscisa x = a, pueden presentarse las siguientes

situaciones.

a pertenece al dominiode f y f

es continua en dicho punto. En

este caso, el limite coincide con
la imagen de a

b

A

aeDomf

i 10 =1
limy 4 f(x) =L
i 0 =1

a no pertenece al dominio de f'y
los limites laterales coinciden.
La funcién tiene limite en ese
punto

ak Dom f

i 70 =1
limy,q f(x) =1
Jim 70 =1

a pertenece al dominio de f y los
limites laterales no coinciden. La
funcion no tiene limite en ese

punto
/
» /
y 4
Ly
-
12 T==0
yi ~] 5
- 7 L4
" 4 a x
‘/
/
W
aeDomf

lim,_q+ f(x) =14 L+l =

! limxaa f(x)

limyq- f(x) =1,

EJERCICIO N21: Observar las funciones definidas graficamente y calcular, si existen, los limites pedidos

para cada una:

ngn3+ fx) =

lim f(x) = .....

x—>—=3"

lim f(x)= .....

x—--=3

xEr_nﬁ flx)=......

lim f(x)= .....

x—>—1"

lim f(x)= .....

x—--1

14

xLiEn2+ fx) =

lim f(x)= .....

x—==27

lim f(x)= .....

x—>=2



EJERCICIO N© 2: Observa los siguientes graficos y halla los limites pedidos en cada caso:

w &~ o o

=

] 5 4 3 2 1 o 1 2 3 4 5 1 7 & 5 4 3 2 1 fi 2 3 4 5

I . L
Loe hoa b L

My, _ 5= fO) = oo limes o= FGO = oo limy, o= g0 = e e
lim, g f0) = v lim,_ g+ f(X) = oo lim,_ g+ g(0) = v oo
My _5 f) = woe o Mg, o () = e limy o gO) = woomr e
limy, 2= FO) = v lim,, o+ f) = oo limy, _ 4 gO) = v ..

EJERCICIO N2 3: Graficar cada una de las siguientes funciones y calcular lim,_,3 f(x).

Q) =[5 5 133 b) f@={._5 %33
2% x<3 _(x?2=7 x<3
2 f(x)z{\/x—3 x>3 4 f(x)_{ 4x—10 x=3
x+1 x<3 -2 x<3

EJERCICIO N® 4: Graficar las siguientes funciones y calcular los limites en los puntos pedidos en cada caso:

-1 six<0 1 — x? si x<1
a) fx)=4 0 six=0 parax — 0 b)g(x)={ 3 six=1 parax - 1
1 six>0 2x — 2 six>1

x—1 six<2 [x + 1] x<0
¢) h(x) =45 six=2 parax-?2 d) m(x)=[ 1 0<x<2 parax—0 yparax— 2
3—x six>2 —x%+4x six =2

15



EJERCICIO N¢ 5: Graficar las siguientes funciones y hallar los limites en los puntos de cambio de funciones:

' 5 si x<-3
—x—3 si x< -2 2x — 1 si—3<x<1
—)_.,2 | — < =9 P E
a) f(x) x -;2_x8+4 .le x2><4x_4 b) f(x) (x—1)2%-1 si 1<x<3
—-x+6 si x>3
([ *2 1 -
—x—2 si x<—2 | xes sox=
&) f(x) = Jlog(x +3) si—2<xs<4 @) f)={ 8-+l SoEers?
it G x4 2 si 2<x<5
x—5)2 + si x>
(x = 5)* +2 L x>5

Limites y el infinito

Como acabamos de ver, el valor del limite indica el valor al que tiende la funciéon cuando x se aproxima o
tiende a cierto valor. Analicemos el siguiente ejemplo para profundizar el tema.
Sea la funcion f(x) cuyo grafico se muestra a continuacion:

» Cuando las valores de x se aproximan a 5 “por la derecha”, f(x) toma valores cada vez mayores. Se dice
entonces que “el limite de f(x) cuando x tiende a 5 por derecha es mds infinito” y se lo simboliza de la
siguiente manera:

lim, c+ f(x) = 40

» Cuando las valores de x se aproximan a 5 “por la izquierda”, f(x) toma ¥
valores cada vez menores. Se dice entonces que “el limite de f (x) cuando x s
tiende a 5 por izquierda es menos infinito” y se lo simboliza de la siguiente
manera: 5

i/ = -

mds préximos a 3. Se dice entonces que “el limite de f(x) cuando x tiende

» Cuando las valores de x son cada vez mayores, f (x) toma valores cada vez —._______ I L
mds proximos a 3. Se dice entonces que “el limite de f(x) cuando x tiende T i
a mds infinito es 3” y se lo simboliza de la siguiente manera: 2 '
lim f(x) =3 i
X—>+o00 ] :
I

» Cuando las valores de x son cada vez menores, f (x) toma valores cada vez 0 ; x
!

a menos infinito es 3” y se lo simboliza de la siguiente manera:
lim f(x) =3

xX——0co
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Calculo de Limites

Para “calcular” un limite en forma analitica, debemos reemplazar el valor al que tiende la variable en la
funcién. Este resultado sera el valor al que tiende la funcion, es decir, el limite.
x2+5x+7

Ejemplo: Calcular el limite de la siguiente funcién f(x) = 1 cuando x tiende a 2
lim £CO) = i x2+5x+7 2245247 21 ;
1m X) = 1m = =—=
x— 2 x—-2 x+1 2+1 3
EJERCICIO N26: Calcular los siguientes limites.
. 2x —5x% + 16 x—3
a) limv3x—2= im ——— — i) li ( — ):
) R L e e R S
b) limV2x + 1 = lim =L Nl bx
x-0 n xllgzxs"'xz—z_ ) gcl—trll(x3+x—2):
i3 _ 3x2-21
0 lm—m—= 9 maeys T
, 6 _ 5x—10 _
@ tim (1-7)= R CEr

Propiedades de los limites

Si lim,_,f(x)=m y lim,_,g(x) =k, siendo m y k nUmeros reales, se verifican las siguientes
propiedades:

® limy g [f(x) + g(x)] =m+k
® lim_,lc. f(x)]=c.m
e lime q[f(x). gx)]=m. k

° lim,, % =2 (slosik #0)

Si limy,x2=4 y lim_,(x+1)=3 =

e lim, ,[x*?+(x+1)]=4+3=7
® lim, ,(5.x?)=5.4=20
® lim, ,[x?. (x+1)]=4.3=12

17



Silim,_, f(x) =m (m# 0),lim,_, g(x) = 0ylim,_, h(x) = oo, entonces:

. f(x) m
[ hmx_)a E = F =
: fx) _m
L llmxﬁaﬁ =2 = 0
/" Bemplos:
o limy . (x+1) =1, limyox =0, lim, x1=o0 = i
: _ x i
! ® limy 1 |
| ® lim, 22 =0 ;

EJERCICIO N27:Si f(x) =x*>+2 y g(x) =+x + 2, calcular:

a) lim[f(x) — f(0)] ¢) lim[g(x) + g(0)]
b) lim[g(x) +g(9)] 4) lim [f(z) +9(2)
=1 f(x)

EJERCICIO N28: Si lim,_,, f(x) =2 y lim,_, g(x) = —3 calcular el valor de:

a) lim [z'f (x) ¢) liml2 + f(x) + g(x)]
x-z | g(x)
- [fG)+5
b) lim w] 4 gx)

EJERCICIO N29: Si lim,_,, f(x) =a y limy_, g(x) =b cona # 0 calcular

. f(x)-59(x) . g(x) _
lim = b)lim,., <Z-f(x) T (x)> =

Indeterminaciones

En algunos casos ocurre que al intentar hallar un limite por calculo directo se obtiene una expresion en la
cual no es posible concluir cual sera la tendencia. A estos casos se los llama indeterminaciones.
Algunas de las interminaciones que pueden presentarse con las siguientes:

)

olo

1200 —003;1%;000;0. 00;0°
[ee]

Se trabajara con ciertos recursos algebraicos que sirven para resolver algunos casos del tipo de las tres
primeras.

18



° Indeterminacion del tipo %

CASO 1: Cociente de polinomios

Para salvar indeterminaciones de este tipo, es posible reducir el cociente planteado a otro cuyo
denominador no sea cero, factorizando el numerador y/o denominador y cancelando los factores
comunes a ambos.

Recordar que la regla de Ruffini es una herramienta muy ttil para la factorizacién de polinomios ya que
conocemos una de las raices que justamente es el valor al que tiende la variable.

En los limites donde la variable tiende a cero y se presenta esta indeterminacién es posible sacar factor
comun en cada polinomio y luego simplificar.

Ejemplos: |
2_ (x—2) |

a) lim,_, % = % = lim,._,, G limy,,(x+2)=4 E
. 2x-6 0o .. 2 E

b) lim , ;3 P lim ,_,5 a2 li xo35 53 = @ |

CASO 2: Cociente de expresiones con radicales

Para salvar indeterminaciones de este tipo, se debe racionalizar la expresién con radicales. A diferencia
de cuando trabajabamos con expresiones irracionales, donde solo se racionalizaba el denominador, sera
indistinto racionalizar expresiones que se encuentren en el numerador y/o denominador para luego de
operar poder simplificar factores entre ambos.

Ejemplos: E
1 Vx=1_ 0 _ 1 V-1 Vx+1 li x—1 — i *—3 _1 |

a) limy. 21 o0 Mho1o70 s G T M1y (Vx+1) — My1 G @+ ) (Vx+1) ~ 4 |

by li iz 0y iz iz _ x—4 VETBHL VET341 _ 1

Mos 1 T 07 Mot 5301 " Varz . x4 ((raon)(Ya)+2 - Va3+1 a4 T T g
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» Indeterminacién del tipo g

Para salvar indeterminaciones de este tipo, se deben dividir numerador y denominador de la funcién por
x™, siendo n el mayor de los grados de las funciones polimoniales. Luego se aplican las propiedades de los

limites.
Ejemplos: /j—(\) i
x3 2x 2 X
. x3+2x oo . =13 . 1+ '
a) lim,_,q Py lim,,_, o = lim e T = :
3 %3 x ) x3 !
\ ¥ 4 YN :
-0 -0 E
2 8 5 5 x2  8x5 sx 1 +8 FQ_\ 8 i
. X“+8x°—-5x _ o _ .. x5 x5 x5 __ x3 “xA_ 8 '
b) lim,_, . Tkt limy e 5—2—% = lim TS T :
x5 x5 x5 x2 | ox* |
1
-0 590 /)
EJERCICIO N210: Resolver los siguientes limites.
" x2 4+ 7x + 10 Y 2x — x2 &) lim x+5
o lim =7 i, 3 Ty X725
) limx4—10x3+27x2—2x—40 i x?-1 y x7+x°+15x%
wou X3 +2x% —15x— 36 O M s e s RN Sy P e o
) 1 x34+7x2 +15x+9 B 1 x3—-3x+2 )l x3 +x? —16x + 20
= m
9 A S 5 +3x—9 X = 6x2 + 8x — 3 Yl X ¥ 3x2 — 24x + 28
N 2x7 + 14x% + 16x> o L x3 —5x2—8x+48 Ny x* +4x3 —2x2—12x+9
L0 Ll ) s T v Bx + 16 ) UM s 3 —ox+5
EJERCICIO N211: Resolver los siguientes limites.
. Vx+1-2 . Vx+1-1 . x—2 _
= = c) lim ——=
a) lim,_3 ~—3 b) l)%TO x ) x>2 JVx+7-3
Vx+3-43 Vx =2 . 1—x
im — " i = lim =
@) x o m=—3 DM s
VE+x—2 VI0+x -3 N 27X
9) lim ——~_ "= h) lim ~————— = 0 lim ———==
-1 1+x x> -1 1+x x-2 2 — \x
o A5+x-2 o Ve+x-3 ) Vx— 2
j) lim —= k) lim ————= D lim —==
>-1x+2-1 =3 \fx -3 >4 fx+1 -5
EJERCICIO N212: Resolver los siguientes limites.
. x2+x7+2x5-14 . x2+x1l42x5-10 . ax?+xB+2xt-14
@) UMosco 5 i D) i v M o ara
4 lim 3x°+x*+x° -5 i AX 2127 41 i, AT 4225 14
xoo 4% + x* — 2x3 + 5x5 €) A2 3—x5—7x8 f) il x4 —2x7 + 4x
) i 4x8 —5x7 +7 - 5x3+x+5 ) i x6 + 4x3 + 4x
9 T 25 1«8 )xirgoxz—Zx—3 Yo X2+ 509+ 6
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® Indeterminacion del tipo 1%

. L . < 1\" . s
Existe una sucesiéon muy especial, la sucesion: a,, = (1 + ;) . Si desarrollamos la sucesion observaremos

que a medida que los términos crecen, la sucesién se aproxima a un nimero particular:

n 1 2 3 4 100 1.000 10.000

a, |2 2,25 | 2,37037 | 2,441406 . | 2,704813 | ... | 2,716923 2,718145

A medida que n — oo la sucesién se acercaa e = 2,718281828 ...
Y . 1\
Simbélicamente: lim,,_,q (1 + ;) =e
Es por este motivo que la indeterminacion 1% esta relacionada con el nimero e.
Para salvar indeterminaciones de este tipo, debemos transformar la expresién que tengamos a una

expresion de la forma mostrada. Recordemos que si multiplicamos y dividimos por un mismo nimero a
una expresion, esta no se modifica.

Ejemplos: -0 €
/—L\ 'S 21
1\* _ L o0 _ 1\**7 1
a) lim,_, (1 + E) = = lim,_q (1 + E) = e

b) lim, o (1~ 2)" = 1% = lim, ., (1 oL

= =e
X/Z
EJERCICIO N213: Resolver los siguientes limites.
. 1\* . 7\* . 2\*
a) lim,_ (1 + Q) b) lim,_, (1 + ;) c) lim,_,q (1 + 5)
5 3x 6X 6 14x
@ him (1+) ) m (1-;) P im(1-7)
2\ 5y 2% 4\ 10%
9 tim(1-7) ) Jim (1+) ) tim (1-5)
EJERCICIO N214: Resolver los siguientes limites:
x142x8_2x—11 5 12x x3—3x+2
i S i > = i __xTosxtz
@) lim oo e o) limyo(1-2) = e)lim yo1 G a3 =
, 2x7+14x3+16x5 . x—2 . V-2
DYUM 20 s girans = DliMao2 G5 = Dlm xvs Zm-5=
Continvidad

La idea intuitiva de funcién continua en un punto es bien sencilla. Una funcién continua en un punto es
aquella que no “da saltos”, aquella que se puede dibujar sin levantar el 1apiz del papel.
Matematicamente, el concepto es mas formal:
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Una funcién es continua en un punto de abscisas x = a si se verifican tres condiciones:

[.  Queexistalim,_, f(x) (limy_q- f(x) =lim,_,+ f(x))
II.  Queexista f(a)

III.  Que coincidan el limite y la imagen de la funcién en ese punto, es decir: lim,._, f(x) = f(a)

Si NO se cumple la condiciéon [, se dice que en x = a existe una Discontinuidad Esencial o inevitable
Si NO se cumple la condicion I o 111, se dice que en x = a existe una Discontinuidad Evitable

En las funciones por tramos, es importante estudiar los puntos de division de intervalos donde estan
definidas las funciones. En dichos puntos los limites laterales deben coincidir para la existencia del limite.

Enx = 2, f(x) presenta una DISCONTINUIDAD ESENCIAL

Ejemplos: ‘:
a) Analizar la continuidad de la siguiente funcién en el punto i
x=2 5 E
1) lim,_,- f(x) =0 HERNEE i

limoe f@) =3« BlimfQ) 2

b) Analizar la continuidad de la siguiente funcion en el punto x = 2

Dlimy_,- f(x) =1 j ’ E
lim,_,+ f(x) =1 lin% fx)=1 1 4 * E
x— [ 1] 4 .

A T~ i
) lim f(x) # f(2) et ] L i
X—2 ; \\ |

En x=2 , f(x) presenta una DISCONTINUIDAD : \ |
EVITABLE :

La pregunta que puede surgir es ;en qué puntos se debe estudiar la continuidad de una funcién?

1. Existen funciones que no estdn definidas para ciertos puntos, que estdn excluidos del dominio. Como no
estdn definidos, sabemos que existe una discontinuidad. Se deben analizar esos puntos fuera del dominio
para clasificar el tipo de discontinuidad de la funcién.

2. Los puntos de division de intervalos donde estdn definidas las funciones por tramos.
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3. Los puntos que sean pedidos en los ejercicios. Muchas veces se suele pedir el andlisis de la continuidad en
algunos puntos particulares donde se tenga interés.

También existen funciones que no presentan discontinuidades, como por ejemplo los polinomios. En
dicho caso, cuando se pide estudiar la continuidad de ese tipo de funciones, bastara decir que son
Continuas en todo su dominio.

x+1

i c¢) Analizar los puntos de discontinuidad de la funcién f(x) = o oy l\ E
E v" Se halla el dominio de la funcién: Dom f = R — {1} | s S S E
E v" Como x = 1 no pertenece al dominio, analizaremos el ‘ 1 \ [ ] E
E tipo de discontinuidad en ese punto. - I E
X . . . T~ 0 x|
| lim,_ - f(x) = — lim,_+ f(x) =400 « Alim f(x) T3 2 -\o T 5 4 & b !
| x=1 ‘ — -t — |
' Enx =1, f(x) presentauna DISCONTINUIDAD ESENCIAL ' [ ] 'z\ 1 1] E

d) Estudiar la continuidad de la funcién g(x) = {"*5

La funcion g(x) esta compuesta por dos funciones:

2 ..
* ——cuyo dominio es Dom = (—o0;—=5) U (-=5;2]
° x-— % cuyo dominio es Dom = (2; +)

Por lo tanto, de la primera funcién tenemos un punto de discontinuidad que estudiar x = —5

x=-5 lim,_s- g(x) = —o lim,_,_+ g(x) = 4o ~ A limSg(x)
x—>=

Enx = -5, g(x) presenta una DISCONTINUIDAD ESENCIAL

x=2 ) limg,-g(x) =——=2 lim, ,_,+g(x) =2— % =§ chl_rg glx) = 2

245 7 7

m g@)=;-=:

2+5

m - limg()=g(2) =7 - g(x) es CONTINUA en x = 2

i También se debe estudiar que sucede en el punto x = 2 (cambio de funciones)
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EJERCICIO N215: Completar el cuadro considerando los siguientes graficos:

1
a) \ . b)
\L .
\ / 1
S/
) l d) ) /
c
. /
\ /
\ /
\l | N\ L/
TN 1/
4 -3 % 1 Jo /Jd\a -4-3—21l1
\\ L \ /
/
f(2) ,}Lfgl_f(x) xllgL f(x) }Cl_rg f) | ; f(x) es continua en x = 2?
a)
b)
c)
a)
EJERCICIO N216: Completar el siguiente cuadro:
f(a) ,}H}}_ f(x) xlilz}, f(x) chl_f}}l f) |, f(x) es continua en x = a?
2 5 2
-1 -1 -1
A 2 2
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EJERCICIO N217: Estudiar la continuidad de las siguientes funciones. Graficar.

1 x+1

— x <2
- — x <7
a) f(x) = {52, b) f(x):{4—x
= X>2 x2—49  x>7
—-X st x< -2 |( i—;z si x< -4
o) f(x) = %x+3 si—2<x<2 d)f(x):{ 8—|x+2| si—4<x<2
2 ; 2 si 2<x<5
—(-2)7+5 st x>2 ((x—5)2+2 si x>5

EJERCICIO N218: Hallar el valor de h para que f sea una funcién continua en cada caso.

x>+ h x <2 {x2+hx x <2
= b — =
@) f(x) {5 x>2 V)=l t3n x>2

_ (3 x<0
C)f(x)_{x+4h x>0

EJERCICIO N219: Hallar el valor de a € Ry b € R para que f(x) sea continua. Justificar.

_(x+3 x <2
a)f(x)_{ax+6 x> 2
1-x? _
b)f(x)={1+x
ax x=-1
4Xx—8 x<_4
Af=y4 —4<x<2
bx x> 2
2x+a x <=5
d) f(x)=14Db —5<x<4
Vx +5 x> 4
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Respuestas

B R e - R e e e R e R - R e T e e R R T e e R e R e e R e T+

EJERCICIO N2 1
Jim fG) =3

im_ fG) = 3
lim f(x) =3
x--3

23S0 =4

g £ = 0

limf(x) = A
X—2
EJERCICIO N22

limy, _3- f(x) = 2

x1—i>l;nl+ f(X) =4

A fe) =2

li£n1 fx)= 42

23S0 =0
g [0 =10

lim f(x) = 0

limy,o- f(x) = 4

limy_, o- .g(x) =2

lim f(x) =8
x—>-2%

lir_r%_f(x) =1,

lig fx)=132
lim, 70 =0
AR f) =0

}Ciﬂf(x) =0

lim,_, _4+ g(x) = 3

5

lim,, _ 3+ f(x) = 2 lim,_, o+ f(x) = —2 lim,_, o+ g(x) =—2 lim,,_, gx)=3
lim,, _3 f(x) =2 limxaof(x) =2 lim,, ¢ .g(x) =2
lim,_, ,- f(x) = -2 lim,_, ,+f(x) = 2 limy, _4- glx) =3
EJERCICIO N93
a) limy_;f(x)=6 b) lim,;f(x) =12 c) limy5f(x) =2
d) limy,;f(x) =2 e) lime;f(x)=4 f] limy3 f(x) = -2
EJERCICIO N24 a) lim,_ o f(x) = 2 b) lim,_,,g(x) =0 o) limy,,flx)=1
d) limyom(x) =1 lim,,,m(x) =32
EJERCICIONSS @) lim,_,_, f(x) = A lime,, f(x) = —4
b) limy,_5 f(x) =5 limy,; f(x)= 2 limy_5 f(x) =3
¢) limy_, f(x) =0 limy_, f(x) =2
d) limy__4 f(x) =6 limy_, f(x) =4 limy_s f(x) = 2
EJERCICIO N26
w2z bHlI  9-1 D Q0 H; D0 He DT P
EJERCICIO N27
@) 4 b8 05 d) =2
EJERCICIO N28
-2  b-3 o1 d)— 3
EJERCICIO N99
a) a;zb b) b.(12-:—12a)
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1 1 10 2 1 N7
EJERCICIO N210 a) 3 b) - E C) - E d) - E e) ; f) 5 g) E h)OO l) 5
. 7 8
N7 k) < D3
EJERCICIO Ne11 Az b5 06 d) g e); N2 9 ; h) = i) 2v2
N1 V3 V5
D3 ky < D
EJERCICION212 @) 0 b) 0 Ok, d)o  e)ow H-3 94 ke DO
EJERCICIO N213 a)es b)e’ c)eg d) e's e)e? He™ 2 ge*t h)eld i)e8
-10 1 Vs
EJERCICION214  a) 1 b7  c)e d): ew NS
EJERCICIO N215
(2 Jim £ (x) Jim, f) lim f(x) (. f(xX) es continua en x = 2?
a) 0 0 0 0 si
b) -2 0 0 0 no
c) 3 0 3 A no
d) A 3 3 3 no
EJERCICIO N216
f(a) Jim_f (x) Jim, £ (x) lim £ (x) ¢ f(x) es continua en x = a?
2 5 2 | No
-1 -1 -1 -1 Si
| 2 2 2 No
EJERCICIO N217
a) Enx=—2DISCONTINUA ESENCIAL En x =2 CONTINUA
b) Enx =4 DISCONTINUA ESENCIAL Enx =7 DISCONTINUA ESENCIAL
¢) Enx=-2CONTINUA En x =2 DISCONTINUA ESENCIAL
d) Enx=-4CONTINUA En x =2 DISCONTINUA ESENCIAL En x =5 DISCONTINUA EVITABLE
EJERCICIO N218
4 1
a) h=1 ) h=1 ) h=1
EJERCICIO N219
@) a=-; b) a=-2 ¢) a=6 b=3 d) a=13 b=3
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UNIDAD N° 3

N ;. AL arg f(z)

u + u,‘)Go(u),"f.f.fsi :

p) = — G(=xYlxH

-

'Vo P J-O%‘: ’P

o——— |

DERIVADA/

28

El concepto de derivada es
uno de los dos conceptos
centrales del calculo
infinitesimal... A su vez, este
concepto central del calculo
estd basado en el concepto
de limite, el cual separa

las matematicas previas,
como el Algebra,

la Trigonometria o

la Geometria Analitica,

del Calculo. Quiza la derivada
es el concepto mas
importante del Calculo
Infinitesimal.

La derivada es un concepto
que tiene variadas
aplicaciones. Se aplica en
aquellos casos donde es
necesario medir la rapidez
con que se produce el cambio
de una magnitud o situacidn.
Es una herramienta de calculo
fundamental en los estudios
de Fisica, Quimica y Biologia,
o0 en ciencias sociales como
la Economia y la Sociologia.



Concepto de Derivada

Antes de comenzar recordaremos algunos conceptos de afios
anteriores:
ffa+h)
La ecuacion de una recta, en forma cartesiana, es de la forma:
f(x) = m.x + b, donde el valor de m es la pendiente de la recta.
Para calcular la pendiente entre dos puntos, por ejemplo: x; = a
X, =Db / ;
b) — f(a : -
L _f®) - f@ i L
b—a

flal}

Si observamos el grafico, notaremos que sobre la curva existen dos puntos, (a;f(a)) y el punto
(a+ h; f(a+h)). Para calcular la recta que pasa por dichos puntos, calculamos la pendiente en primer

lugar.
fla+h) = f(a@) _ f(a+h) - f(a)

(a+h)—a h

Si el valor de h se hace cada vez mas pequefio, los puntos tienden a coincidir y asi, la recta que tendremos
serd una recta tangente a la curva mostrada.
Justamente, el concepto de derivada esta ligado a esto:

‘ La derivada en un punto es la pendiente de la recta tangente a una curva en dicho punto.

En notaciéon matematica, podemos expresarlo de la siguiente forma:

fla+h)—f(a)
h

f'(a) = lim

Notacion: f'(a) derivada primera de la funcion f en el punto x = a

Para obtener la derivada de una funcién concreta en un punto, resulta comodo llegar a la obtencién del
limite mediante cuatro pasos:

1. Secalcula f(a + h)

2°. Seleresta f(a) ala expresion anterior: f(a + h) — f(a)

fla+h)-f(a)

32, Se divide el resultado entre h: o

42, Se calcula el }lm(l] del cociente anterior f'(a) = limy_, o
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Ejemplo: Hallar la derivada de f(x) = 3x + 4 enel puntoa =5
Utilizando lo anterior:

1% fla+h)=fG5+h)=3.5+h)+4=15+3h+4=19+3h
22, f(a+h)—f(@)=fG+h)—f(6)=19+3h—19 =3h

fla+h)—f(a) _ 3h
: h T h

0. f'(5) =limp_o3 = 3

U

=3

EJERCICIO N21: Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones en el punto indicado.

a) f(x) =vx+3+2 a=-1

b) f(x) = —x? + 2x a=3
o) f(x)=x3-1 a=1
D) f) =15 a=0

EJERCICIO N22: Un negocio esta prosperando de tal manera que su ganancia total (acumulada)
después de t afios es G(t) = 1000.t 2 ddlares.

a) ;Cudl serd la ganancia total durante el tercer afio (es decirentret=2 y t=3)?
b) ;Cual sera el promedio de ganancia (ganancia promedio marginal) durante la primera
mitad del tercer afio?

c) ¢Cudl es la ganancia marginal para t = 2? (la ganancia marginal es G'(t)).

Funcion derivada

Para calcular la derivada en varios puntos de una funcién en lugar de obtenerla paso a paso en cada
uno de ellos, resulta mucho mas cdmodo obtener la expresion genérica de la derivada en un punto
cualquiera.

En lugar de calcular la derivada de la funciéon f(x) en un punto concreto “a”, podiamos obtener la
expresion de la derivada de f(x) en un punto genérico “x”. Se obtiene asi, una nueva funcién f'(x) .
La funcién f’ se llama funcion derivada de f o, simplemente, derivada de f. También se la nombra

mediante Df

fx+h) - fx)

f'Go) = lim

h
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Ejemplo: Hallar la derivada de la funcién f(x) = 2x?> — 3 por definicién en los puntosa =5,a = —1ya = 2

190 f(x+h)=2.(x+h)?—3=2.(x2+2xh+ h?)—3 =2x%+4xh+2h* -3
22 f(x+h) — f(x) =2x%+ 4xh + 2h? — 3 — (2x? — 3) = 2x% + 4xh + 2h? — 3 — 2x? + 3 = 4xh + 2h?

I

I

1

1

1

1

1

I

:

1 _ 2

| 30 [GAW-f@) _ 4xhizn? _ h.(4a;+2h) = 4x + 2h
I
1
1
1
1
1
I
1
1
1
1

h h

40, f'(x) = limy_,

f—(xm})l_f(X) = limy_o 4x + 2h = 4x

Luego, la derivada de la funcién f(x) en los puntos pedidos sera:

N e e e e e e e e e e e e e

£'(5) = 4.5 = 20 fl(=1) =4.(-1) = —4 fl(2)=42=8

EJERCICIO N23: Calcular, por definicion, las derivadas de las siguientes funciones:
a) f(x) =x b) f(x) = 5x c) f(x) = x? d)fx)=7
o) f(x)=6x2  f)f(x) == D@ =2 h)f&x)=x

DFE)=Vx  HfG)=8x-3x+1 Kfx) == Df(x)=vx+3

EJERCICIO N24: Calcular, por definicidn, la derivada de la funciéon f(x) = x® — 2x? + 5x — 1 . Luego hallar
la pendiente de la recta tangente en los puntos:

a)a=0 b)ya=-1 c)a=3 d)a=5

Calculo de derivadas - Reglas de Derivacion

Utilizando la definicién de derivada, es posible calcular, siempre que exista, la derivada de cualquier
funcion.

El calculo de derivadas utilizando la definicién es un trabajo muy engorroso debido la complejidad de
algunas funciones. Es por ello que basta utilizar los resultados ya obtenidos por matematicos que han
realizado ese arduo trabajo.

19) La derivada de una constante es cero.
f(x) =5 - fl)=0
f)=-23 - f'(x)=0

29) La derivada de la variable independiente es uno.
fx) =x - flx)=1
fW=u - fw=1

39) La derivada del producto de la variable independiente por una constante, es la constante.

f(x) = 5x - f')=5
fm)=7m - f'(m)=7
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49) La derivada de la funcion potencia, es otra funcién con exponente disminuido en una unidad y
cuyo nuevo coeficiente es el exponente de la funcién original.

fw=x" - f
f=x - f

(x) = 7x°
(x) = 3x?
59) La derivada de una suma de funciones, es la suma de las derivadas de cada funcion.
f(x) =x"+5x - f'(x) =7x% +5
62) La derivada de la funcién seno, es la funcién coseno
f(x) =senx - f'(x) =cosx
79) La derivada de la funcién coseno, es menos la funcion seno
f(x) = cos x - f'(x) = —senx
89) La derivada de la funcién In, es uno sobre el argumento del logaritmo

1
f@=lx -  f@)==

X

99) La derivada del producto de dos funciones u(x)y v(x) esigual a:

f(x) = u(x).v(x) - fl) = u'(x).v(x) + ulx).v'(x)
f(x) =Inx.senx - f'(x) = %.senx+lnx.cosx

109) La derivada del cociente de dos funciones u(x)y v(x) esigual a:

_u) o W) v(x) — ulx).v'(x)
109 =69 A )
Fe =3 S fi = TREEL e
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A continuacion se muestran mas reglas de derivacion

f&) 10 Ejemplos
fx)=a f'(x)=0 f=7 > f@)=0
fx)=x flx) =1
F(x) =a.x fl(x)=a ) =7x > f)=7
flx) =x" f'x) =nx"t f@=x" - f'(x)=7x

f) = ulx) + v(x)

fle)=u'(x) + v'(x)

fx)=x"+senx > f'(x)=7x%+cosx

f(x) = ulx) . v(x)

') =u'(x).v(x) + ulx).v'(x)

f(x) =x.senx - f'(x) = 1l.senx + x.cosx

u(x) , _ u'(x).v(x) — ulx).v'(x) % .o 2x.senx—x%cosx
feo = v(x) f1e = v2(x) W=z @ —
1
f(x) =Inu(x) flx) = ")) f)=I@Bx) - f'(x) =%

f(x) =senx

f'(x) =cosx

f(x) =cosx f'(x) =—senx

fx) =e* f'(x) =e*

f(x) =a” f'(x) =Ina.a* f(x)=3* > f'(x) =In3.3*
f(x) = e¥® f'(x) = u'(x).e¥® f(x) =e5 - f'(x) =5.e%

EJERCICIO N@5: Derivar las siguientes funciones aplicando las regla de derivacién

a) f(x) =x*—x
b) f(x) =x? +Inx

¢) f(x) =x.cosx

d) f(x)=3x*+1

e) f(x) = x5.e*

fFe = Vx
g) f(x) = x*.\x
B f() =227
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EJERCICIO N26: A partir de las reglas de derivacién del cociente y de las funciones seno y coseno,
hallar las derivadas de:

a)f(x)=tgx ¢) f(x) =secx
b) f(x) = cotg x d) f(x) = cosec x

EJERCICIO N27: Calcular la derivada de las siguientes funciones:

@) f() == d) () = (7x% + 4x). (x% — %)
b)f(x)=%—2x+x2—%x4 e)f(x)z%—i—f
) fO) =75~ +5

Derivada de una funcion compuesta. Regla de l1a cadena

Vamos a jugar con estas funciones: f(x) = senx y g(x) = x? + 5x — 1. Si componemos las funciones
resulta otra funcién h(x) = f o g(x) = flg(x)] = sen (x? + 5x — 1)

;Como podemos derivar la funcién compuesta h(x)?

Las derivadas de las funciones f y g ya son conocidas, entonces a partir de ellas podremos definir la

derivada de una funcién compuesta también llamada regla de la cadena.

h(x) = flg(x)] h'(x) = f'lg(x)].9'(x)

En nuestro ejemplo: h(x) =sen (x2+5x—1) - h'(x) =cos (x?+5x—1).(2x+5)

EJERCICIO N28: Calcular las derivadas de las siguientes funciones aplicando regla de la cadena:

a) f(x) = cosx e) f(x) =In (7x4 + ;)
b) f(x) = Jtg x f) f(x) = cos 8(x® + 3%)
) f(x) = V5x2% + 2x g)f(x)=s/ﬁ+n2

d) f(x) = sen (4x3 + 9x?)
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EJERCICIO N29: Calcular las derivadas de las siguientes funciones:

a)y =In2x —1) g)y =5 e*¥*+3%)

b)y =In(x?-1) h)y =x3.e*

c)y=Invli—-x i)y =senx.cos2x
A2

d)y = e* Ny =(G2)

e)y =tg’x

f) y=5tg*Bx*+1)

EJERCICIO N210: Indicar el error en el calculo de las siguientes derivadas y escribir la respuesta correcta:

a) y = sen*(Vx) - y' = 4sen? (ﬁ)

1

3?W+7T".lnn

Hy=Vx+ ¥ - y'=

Derivadas Sucesivas

Si la funcién f', derivada de f, es a su vez derivable, su funcion derivada se llama derivada segunda;

se designa por f'' y se lee f segunda
[F Gl = f"(x)

nr

Andalogamente se definirian la derivada tercera, f'"’, cuarta, fV y sucesivas.

Ejemplo: Obtener las derivadas sucesivas de f(x) = x3 + 5x%2 —8x + 1

flx)=x3+5x2—-8x+1
f'(x) =3x*+10x -8
f"(x)=6x+10

f"(x) =6

fYx) =0

— e - —————

A partir de las derivadas de orden 4, son todas las derivadas sucesivas iguales a cero.

N e o e e e e e = = e = - - - ——

EJERCICIO N211: Calcular las derivadas sucesivas de f en cada uno de los siguientes casos:

a) f(x) = 3x3 d) f(x) = x° + 4x
b)f(x) =x*+2x2 -1 e) f(x) = (2x3 — 1)?
¢) f(x) = (x +3)°

EJERCICIO N2 12: Hallar la derivada cuarta de la funcién f(x) = x8 —7* +1
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Respuestas

e A UL LR LR S

EJERCICIO N2 1 a) f'(-1) = g b)f'(3) = —4 o) f'(1)=3 d) f'(0) = — %
EJERCICION® @) G(3) — G(2) = 5000 by &2 — 4500 ¢) G'(2) = 4000
EJERCICIO N93 a) f'(x) =1 b) f'(x) =5 ¢) f'(x) =2x d)f'(x)=0
e) f'(x) =12x f)f'(x)=—xi2 9) f'(x) = 3x2 h) f'(x) = 2x
Do) =-2 DF@=16x=3 k) f'@)=-= Dfeo=-22
EJERCICIO N24 @) f'(0)=5 b) f'(~=1) = 12 ) F'(3) = 20 d) f'(5) = 60
EJERCICIO N25 a) f'(x) =4x3—-1 b) f'(x) = in—ﬂ ¢) f'(x) =cosx — x.senx
d) f'(x) = 12x3 e) f'(x) =5x*.e* +x°. e* Hfx)= 33‘/—5
9 f'0) = 2xE B 1) = 2
EJERCICIO N26 a) f'(x) = sec®x b) f'(x) = — cosec?x
¢)f'(x) =secx . tgx d) f'(x) = —cosec x .cotg x
EJERCICIO Ne7 )@= -22 )= drax—2x Of = -5 +k

1
— 1 =
X 2 —=-x2 2

Of ="t -2

d) f'(x) = 35x* — 28x3 + 12x? — 8x

EJERCICIO N@8 a) f'&x) = w b) f'(x) = é (tg x)75 . sec?x
, _ 2 3 2 , _ 28x5-9
d) f'(x) = (12x* + 18x) . cos(4x> + 9x*) e)f'(x) = P

f)f'(x) = —-8.(3x2+In3. 3%). cos 7(x3 + 3%) .sen (x3 + 3%)

: b) f'(x) =

2x—-1

EJERCICIO N29 a) f'(x) = 1 2.(1-x)

e) f'(x) =2.tgx. sec’x
9) f'(x) =5.(2x + 3) .e@*+30) h) f'(x) = e*.(3x% +x3)

1-x
(1+x)3

D) =—-4

i) f'(x) =cosx .cos2x — 2senx.sen 2x

EJERCICIO N212 fV(x) =1680x* —In*7. 7%
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- () =7

10x+2

! —
) f'@x) = 3. 3/25x% +20%3 +4x2

4

, _ 1-3x* x \ s
g) f (x) T o5.(14x%)? '(1+x4)

d) f'(x) = 4.e**

) f'(x) = 90x. tg?>(3x% + 1) . sec®?(3x? + 1)



UNIDAD N° 4
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APLICACION DE LA
DERIVADA
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Los problemas tipicos que
dieron origen al calculo
infinitesimal, comenzaron a
plantearse en la época clasica
de la antigua Grecia (siglo III
a.c), con conceptos de tipo
geométrico como el problema
de la tangente a una

curva de Apolonio de Perge,
pero no se encontraron
métodos sistematicos de
resolucion hasta el siglo XVII
por la obra de Isaac

Newton y Gottfried Leibniz.

Ellos sintetizaron dos
conceptos y métodos usados
por sus predecesores en lo
que hoy llamamos
«diferenciacion» e
«integracidon». Desarrollaron
reglas para manipular las
derivadas (reglas de
derivacién) y mostraron que
ambos conceptos eran
inversos (teorema
fundamental del calculo).



ESTUDIO DE FUNCIONES SENCILLAS

@ Crecimiento y decrecimiento

Una funcién crece en un intervalo, si y solo si la derivada de la funcion es positiva en todos los puntos

del intervalo. Esto se debe a que las rectas tangentes a la funcién trazadas en cada uno de esos puntos

tienen pendiente positiva.

Una funciéon decrece en un intervalo, si y solo si la derivada de la funcién es negativa en todos los

puntos del intervalo. Esto se debe a que las rectas tangentes a la funcién trazadas en cada uno de esos

puntos tienen pendiente negativa.

Si la funcién alcanza un maximo o minimo local en un punto de su dominio, la
derivada de la funcién en ese punto es nula o no existe. Debemos recordar que
si la pendiente de una recta es cero, la recta es paralela al eje de abscisas.

Si f'(x) >0en(a;b) = la funcion f es creciente en (a; b)
Si f'(x) < 0en(a;b) = la funcion f es decreciente en (a; b)
Sif'(c) =0 = la funcion f tiene un punto critico en x = c.

Para analizar el crecimiento o decrecimiento de una funcién continua,
procedemos como en el siguiente ejemplo:

0

3 45 6

—— e mm mm mm e mm e mm mm o mm e mm mm o mm mm mm mm mm mm e mm e Em mm mm mm e mm mm mm mm e mm mm e mm mm e mm e e mm e = o

Enla funcién f(x) = ix3 —x2 - 14—1x + 175
1. Hallamos f'(x) fl(x) = %xz —2x — %
2.Resolvernos f'(x) = 0 para hallar los puntos criticos. %xz —2x — % =0

Aplicamos resolvente y obtenemos

11
x, =-—1 X =

o () ()

determinamos si la funcion crece o decrece.

- e e e e e e e mm e e mm e mm e e e e o =y
N

Intervalo Punto elegido f'(a)
17
(—o0;—1) x=-2 fl(=2)=—>0 Crece
11 11
(—1;?) x=0 f'(0) = -7 < 0 Decrece
11 5
(?; +oo) x=4 fl(4) = 20 Crece

38

3. Dividimos a los nimeros reales en intervalos tomando como punto de separacién los puntos criticos.

4. Calculamos f'(x) en un punto cualquiera de cada intervalo y a partir del signo de la derivada

e e e e e e



EJERCICIO N© 1: Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones:

a)f(x)zix4+x3—§x2—3x+4 d)fx)=x*+4x+8
b) f(x) =x?>—-12x+8 e)f(x)=x4—%x2—2
¢) f(x) =x%+ 10x ) fx) = x3—6x*—15x + 40

EJERCICIO N22: Analizar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de las siguientes funciones

a) f(x) = (x +5)3 b) f(x) =x%(1+x) )fxX)=(@x+2).x>+7x+1)

@ Maximos y minimos

Como hemos dicho anteriormente, existe una condicion necesaria (CN) para la existencia de un
extremo local. Esa condicién necesaria es que la primera derivada de la funcién sea cero. Esto se debe a
que la pendiente de la recta tangente debe ser cero en los extremos.

Cuando igualamos a la funcién derivada a cero nos queda una ecuacién para resolver. Los valores
hallados son llamados Puntos Criticos (PC), ya que en estos valores puede existir un posible maximo o
minimo local.

Estudio del signo de la derivada segunda: hallamos la derivada segunda de la funcidn. Luego
calculamos cual es el valor de la derivada segunda en los puntos criticos. Si resulta un valor negativo,
allf existird un maximo local. Si resulta positivo, alli existird un minimo local.

Volviendo a nuestro ejemplo:

Si usaramos el criterio de la segunda derivada: f''(x) = %x -2
Evaluando en los puntos criticos:  f"'(—1) = 3(—1) —2<0 - en x=-—1 Maximo Local

F (%) = g(%) —-2>0 - enx= 13—1 Minimo Local

expresado como tal.

Para obtener el valor de ordenada del extremo, se reemplaza en la funcién original.
fED =1 D = D=2 D+ =9

FE)=5E) @) -1 @)=

Finalmente: la funcién tiene Maximo = (—1;9) Minimo = (%, — %)

I
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
| Debemos recordar que, el mdximo o minimo de la funcién es un punto y por lo tanto debe estar
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
\
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EJERCICIO N23: Determinar maximos y minimos de las siguientes funciones:
a)f(x)=—-x*+6x—1 b)f(x)z%x4+§x3—§x2—6x

o) f(x) = x*—4x3—2x>+12x +9 a)f(x)zix4—x3

@ Puntos de inflexion. Concavidad

v" Una funcion es céncava hacia arriba en un intervalo, cuando su grdfica estd por encima de la
recta tangente a la funcion en todos los puntos de dicho intervalo.

v Una funcién es céncava hacia abajo en un intervalo, cuando su grafica estd por debajo de la
recta tangente a la funcion en todos los puntos de dicho intervalo.

v" Una funcién tiene un punto de inflexién en x = x, cuando la recta tangente a la funcién en ese
punto (si es que existe) atraviesa la grdfica. En el punto de inflexion, la curva cambia su
concavidad.

Para analizar la concavidad de una curva continua debemos considerar el signo de la derivada
segunda "' (x)

Sif'"(x) >0 - lacurvaes concavva hacia arriba
Si f"(x) <0 — lacurvaes concavva hacia abajo

Si f"(x) =0 — hayunposible punto de inflexion PI

Si la derivada tercera de la funcion, en el posible punto de inflexion es cero, entonces No existe
punto de Inflexion.

X

f es concava hacia f es concava hacia
abajo en (-; c) arriba en (c; +x)

\
punto de inflexion: (c;0)
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Ejemplo:

3
Para analizar la concavidad de la funciéon h(x) = x? — 2x2% 4+ 5x — 2 procedemos de la

siguiente manera:

e Hallamos la funcién derivada segunda y buscamos los posibles Puntos de

Inflexion.

3
h(x)=x?—2x2+5x—2
h(x)=x?>—4x+5

h'(x)=2x—4

h'(x)=0 - 2x—4=0

e Construimos intervalos en forma similar a lo realizado en el estudio del
crecimiento y decrecimiento de la funcién, pero con la derivada segunda.

—)x:z

(2,2.67)

R I I o T I N

)

Intervalo Punto elegido h' (a)
(=;2) x=1 h'(1) = -2 <0 | Concava hacia abajo N
(2; +00) x =3 h"(3)=2>0 | Concava hacia arriba U

Entonces h(x) es concava hacia abajo en (—o0; 2) y concava hacia arriba en (2; +)

Veamos si en x=2 existe punto de inflexidn.

h'(x) =2x—4
h"(x) =2
R'"(2)=2 #0

como la derivada tercera en el punto no es cero, existe un punto de inflexion en PI: (Z; f(Z)) = (Z; §)

e e e o o e o mm Em o mm m mm Em mm mm e mm m mm e mm e e o e e mm e e e mm o e e e e e e =

EJERCICIO N24: Determinar los intervalos de concavidad de las siguientes curvas y hallar sus

puntos de inflexion.

X

a)f(x)=;+2

b) f(x) = —%xz +§x—3

o) f(x) = —x3 + 4x?

EJERCICIO N25: Determinar los puntos de inflexion de las siguientes funciones:

a)f(x)=—-x*+6x—1

) f(x) = x*—4x3—2x>+12x+9

b) f(x) =%x4+§x3—§x2—6x

a) f(x) =ix4—x3

EJERCICIO N26: Analizar la concavidad de las siguientes funciones

a) f(x) = (x +5)°

b) f(x) = x* —4x3—2x?+12x + 9

41

Of(xX)=(@x+2).(x>+7x+1)

X
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@ Estudio completo de una funcion

Con todo lo visto anteriormente podemos realizar el estudio completo de una funcién.
Los pasos a seguir entonces seran:

12. Hallar los Puntos criticos de la funcion (f'(x) = 0) y armar intervalos y estudiar el crecimiento y
decrecimiento de la funcién.

22. Encontrar los Maximos y Minimos de la funcion, si los tuviese.
32, Hallar los posibles puntos de inflexion (f" (x) = 0)
4°. Armar intervalos y estudiar la concavidad de la funcion.

59, Graficar la funcion.

Ejemplo: Realizar el estudio completo de la funcién h(x) = — x3 + 3x2 +9x — 5

12, INTERVALOS DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO

h'(x) = —3x%2+6x% + 9} S -1 Puntos Criticos
—3x2+6x2+9=0 X2 =3
Intervalo Punto elegido h'(a)
(—o0;—1) x=-2 h'(-2) =-15<0 | Decrece
(-1;3) x=0 R'(0)=9>0 Crece
(3; +) x =4 h'(4)=-15<0 Decrece

22, EXTREMOS

h'(x) =—-6x+6
h'(-1)=-6.(-1)+6=12>0 - Minimoenx = —1
h'(3)=-6.3)+6=-12<0 - Maximoenx =3

Debemos calcular la ordenada de cada punto
h(-1) = —(-1)3+3.(-1)?2+9.(-1) =5 = —10 Min: (=1; —10)
h3)=-03)*+3.(3)*+9.3)—5=22 Max: (3;22)

32. PUNTOS DE INFLEXION

Posible " nr
h"(x)=—-6x+6 x1=1 . s h(x)=—6x+6} A1) =-6+#0
6x4+6=0 } - Punto de Inflexion ' (x) = —6 - PI=(1,6)
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42, INTERVALOS DE CONCAVIDAD

Intervalo Punto elegido h' (a)
(—o0;1) x=0 h'(0)=6>0 Concava hacia arriba U
(1; +00) x =2 h"(2) =-6<0 | Concava hacia abajo N
52, GRAFICO
25|Y

20

15

10

EJERCICIO N27: Realizar el estudio completo de las siguientes funciones:

a)f(x):§x3+%x2—6x+8 e) f(x) =3x* +4x3—12x%2 +3
b) f(x) = —x*+2x%+3 ) fx)=—x*—8x%2 -2

o) f(x) =x*—32x+2 g) f(x) =x*—3x3

d) f(x) = 4x* —2x% -5 h) f(x) = —x* + 32x
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UNIDAD N° 5

La trigonometria estudia las
relaciones que existen entre
los lados de un tridngulo y
sus dngulos.

Estds pueden extenderse a
cualquier dngulo aunque no

L X=( forme parte de un tridngulo.
€08 200 =72 005 % o1 | A partir de ellas, se definen
LEIeI®l  las funciones
N trigonométricas.
n:2a
O8Ol C0SP="=3 Las caracteristicas de este

SIS tipo de funciones las

i convierte en un buen modelo
para la descripcion de
fendmenos fisicos que se
propagan a través de ondas,
como la luz y el sonido.

1-1 = oo
9 sino-snp==iTs

- CUSL’C-U

TRIGONOMETRIA
Funcion
TRIGONOMETRICA
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Angulos Orientados en un Sistema Cartesiano

En general, un dngulo en un sistema de ejes de coordenadas cartesianas tiene las siguientes caracteristicas:
e su vértice esta en el origen de coordenadas;
e esta generado por la rotacion de una semirrecta con origen en (0 ; 0);
e la semirrecta parte de una posicidn inicial, que coincide con el semieje positivo de x (lado inicial del
angulo) y gira, manteniendo fijo su origen, hasta llegar a una posicién final (lado terminal).
En la siguiente figura, se muestra como los ejes cartesianos dividen el plano en cuatro sectores, llamados
cuadrantes. Se dice que un dngulo pertenece a un cuadrante dado si en él estd ubicado el lado terminal:

Es fundamental distinguir el sentido g
. o
en que rota la semirrecta; cuando lo 9 fi St 1 cuadrante
. . lado terminal

hace en sentido contrario al que g / \ \+
avanzan las agujas del reloj '\ a L

. . , lado inicial j B 2
(antihorario), genera un angulo P |~ j
positivo; y cuando lo hace en el & = 450 Y% ciidrante o e

mismo sentido (horario), genera un

A n
angulo negativo. p==-30° y=330

Sistemas de medicion

Aunque en la vida cotidiana es usual medir los dngulos en grados sexagesimales, para estudiar funciones
trigonométricas es conveniente utilizar un sistema llamado sistema circular.
Este sistema se construye a partir de la proporcionalidad entre arcos y radios.

o Sistema Sexagesimal

En este sistema se toma como unidad de medida el angulo que se obtiene dividiendo un angulo recto en 90
partes iguales. Su medida es el grado sexagesimal: un angulo recto medira 90 grados.
Cada grado se considera dividido en 60 partes iguales llamadas minutos y cada minuto en 60 partes iguales

llamadas segundos. Los simbolos para estas unidades son:
grado ® minuto' segundo"

¢ Sistema Circular

En este sistema se usa como unidad de medida el "radidn". Un radian equivale aproximadamente a
57°17" 45"
Un 4angulo en radianes se define como el cociente entre la longitud del arco que abarca y el radio de la

circunferencia. Para encontrar una equivalencia con el sistema sexagesimal podemos razonarlo siguiente:
s - . . - 7 . 2nr
El perimetro de cualquier circunferencia vale 2rr, es decir, abarca un angulo de 2 radianes (T = 211).

Paralelamente, un angulo de giro completo mide 360°, con lo que se concluye que 2m equivale 360°.
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Conversion entre grados sexagesimales y radianes

Para pasar de grados a radianes y viceversa, se utiliza una regla de tres simple a partir de la relacién vista
que un giro completo de 360° en el sistema sexagesimal equivale a 2 radianes.

Ejemplos:
360° 2m
: . 5 _ ano
Expresar en el sistema circular & = 302. o Cs0em 1
360° 3
2w 360°
. . 5_3
Expresar en el sistema sexagesimal f = R 3 ] % - 360° .
il xr = - [
4 27
Relaciones de congruencia
En la figura observamos dos dngulos que poseen igual lado
1y
inicial y terminal. Estos dos angulos, si bien tienen el mismo N | N 3 “\
lado terminal, son distintos por estar generados por dos T X \ﬂ\\ \\
rotaciones distintas. Se dice que pertenecen a la misma - £ } .( AN +—h
clase. Los angulos congruentes son los que tienen los \‘\.\ \*/ /
mismos lados inicial y terminal. Los dngulos congruentes N | e | 4

difieren en un niimero entero de giros completos.

Cp: contiene todos los angulos congruentes con B con 0°< B < 360°

Ejemplos:

a) Cs30=1{30°+k.360°; keZ} contiene los infinitos angulos congruentes a 30°.
Dandole cualquier valor entero a “k” obtenemos angulos pertenecientes a la misma clase
B =30°+(—3).360° = —1050°

B =30°4+8.360° = 2910°

b) Verificar si los angulos 1525° y 120° son congruentes.

Dos dngulos son congruentes si su diferencia es un miiltiplo entero de 21 (360° en el sistema
sexagesimal)
1525°—120° =7 n.360°
1525°—120°
360°
n=39 & Z - no soncongruentes
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EJERCICIO N@1: Calcular, en grados sexagesimales, el valor aproximado de cada uno de los siguientes

angulos.

N N7 . 2
a)oc_grr b)B—Zn' c)f=-m d)y—gn e),u—gn

f)é=436rad g)p =085rad h) = 1,57 rad w=1rad j) é€=3925rad

EJERCICIO N22: Expresar los siguientes angulos en radianes, dando las respuestas en funcién de «

cuando sea posible.

= 340° e) f=15°

>

a) &=315° b) B =210° ¢ 6 =155° d)
fl 6=20°15" 20" g) P =190°3542" h) @ =238°2538" i) @&=310°10"

EJERCICIO N23: Indicar a que clase pertenecen los siguientes angulos del sistema sexagesimal:
a) &= 1536° B = 3005° 6 = —1024° 7 =2013°

EJERCICIO N24: Indicar a que clase pertenecen los siguientes angulos del sistema circular:

a)&=2nx b)[?zs—ln' c)éz%rr dy=<m

EJERCICIO N25: Calificar de verdadera o falsa cada una de las siguientes proposiciones y justificar:

a) 15600 E C120° ............ d) - 7200 E C180°
b) —2610° & Cy700  eevereeens e) 48°15 € Cygors
€) 440° € Cr0  ovrverrenns ) —1309°55"' & Ci30015

Razones Trigonométricas

Las razones trigonométricas en un triangulo rectangulo, establecen una relacién entre los lados del
tridngulo y uno de sus angulos agudos. Las razones trigonométricas basicas son:

~ Cat. Opuesto

Seno: sen@ = ———
Hipotenusa
Hipotenusa
Coseno: cos @ = Cat. Adyacente Cateto Opuesto
) Hipotenusa

A Cat. Opuesto a 7

Tangente' tg a= Cat.Adyacente Cateto Adyacente

También existen otras razones, que son los inversos multiplicativos de las anteriores: cosecante,
secante y cotangente de un angulo (para todos los casos en los que el denominador no se anule).

. Hipotenusa . Hipotenusa ‘g @ Cat.Adyacente
cosec@=————— SeCl=——"—"—"— cotg @ = ———F7"———
Cat. Opuesto Cat. Adyacente g Cat. Opuesto

Se cumplen las siguientes relaciones:

cosec @ = — sec @ = —
sen @ cos &

cos & . send
tga =

cosa@

1
cotg @ =——= —
tg @ send
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La Circunferencia Trigonomeétrica

La circunferencia trigonométrica es una herramienta que nos permite representar las razones
trigonométricas de cualquier angulo.

Dicha circunferencia posee radio= 1 y su centro es el origen de 7
coordenadas. Al considerar el radio de una unidad, las expresiones en 3
las que aparece éste se simplifican. ¥ U
/ \ 8
- - / 4 g\
. Cat.Opuesto PQ )] . Cat.Adyacente 0Q 00 [ AW T i
sen k= —mMmMmMmMmMm = — = coSs XK= —mmm————m—m—mmmm@8@8@M = —— = | A Q 1(1-
Hipotenusa 1 Hipotenusa 1 \.\ 0| cosé @ /1(1, 0)
X 7
. Cat.Opuesto  PQ sen& ~__| sena—P0
xX= = —_—— = — A_;—
4 Cat.Adyacente 0Q cos & :"i“ 9
go—T

La circunferencia trigonométrica permite ver una “representacién geométrica” del seno, el coseno y la
tangente de un angulo, mediante “segmentos asociados”.

o Elseno de un dngulo estd asociado a segmentos verticales; cuando estdn por encima del eje x,
son positivos, y cuando estdn por debajo, son negativos.

e El coseno de un dngulo estd asociado a segmentos horizontales: cuando estdn hacia la
derecha del eje y es positivo, y cuando estdn a la izquierda, es negativo.

Funciones Trigonométricas

Consideremos las siguientes funciones: f(x) =senx y g(x) = cos x

Para construir los graficos de estas funciones, trasladamos el valor de los segmentos asociados.
Como x puede tomar cualquier valor real, estas funciones tienen como dominio el conjunto R.

Si estudiamos estas funciones dentro de un giro completo en la circunferencia trigonomeétrica,[0; 27),
obtenemos los siguientes graficos.

|2
NG

y=cost

=)
oAt e ——r
WA ——— -
R e

=31

En ambos casos podemos observar que las funciones varian entre -1 y 1. O sea, el conjunto imagen es
[—1; 1].

Dado que dos angulos que difieren en un niimero de giros son equivalentes, entonces se cumple que:
sena = sen (a + 2km)donde k € Z (k representa el numero de giros). Lo mismo ocurre con la funciéon
cos X.

Las funciones que verifican esto, se dice que son periddicas.
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EJERCICIO N26: Copiar y completar el siguiente cuadro para cada una de las funciones trigonométricas
mostradas a continuacion:

Interv. | Dom f(x) | Im f(x) Co C, C_
T T T T T T T
i f(x) = 3/2.cos(x) - 4Y 4
1
- 3 .
1
- 2 -
0.5
- 1 .
a
fri2 - S a ) m 32 2w 5mi2 ] X
05 -5m2 - -31m/2 ™ -T2 2
L -1 -
-1
- -2 3
-1.5
i -3 -
A A A I A i A

Transformaciones de graficas de funciones trigonométricas

Las reglas para desplazar, dilatar, contraer, reflejar la grafica de una funciéon se pueden aplicar a las
funciones trigonométricas, recordadas en el siguiente diagrama:

f(x)=A.f(bx+c)
A: Amplitud de la funcién. Es el promedio entre el valor maximo y minimo de la funcidn. Si A es un valor
positivo y mayor que 1, la funcién sufre una ampliacion vertical. Si A es un valor menor a -1, la funcién
sufre una reflexion respecto al eje x. Si A toma valores entre 0 y 1, la grafica sufre una reduccién.

f(x) = -3 sin(x)

g(x)\= -2 sin(x)

3miz 5

f(x) = 3 sin(x)

b: Pulsacién de la funcién o velocidad angular. Reduce o amplia el periodo de la funcién.

3
f(x) = 3 sin(3 x)

h(x)\= sin(4 x)

12 0 12 m 12 2 ™ \
() = 2%sin( X)
-3
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Como se observa en el grafico, cuanto mayor sea el valor de b, mas rapido es el periodo; recorre un ciclo en
menos tiempo. En caso contrario, si 0<b<1 la onda serd mas amplia, tardara mas en completar un ciclo. Asi

se obtiene que

2T . 2T
b== obien T ==
T b

Angulo de fase o de desplazamiento horizontal. Es el dngulo que desplaza a la funcién
f(x) = A. f(bx)hacia la derecha o izquierda —% unidades.

[
!
p(x) = ll'sin(x)

2 0

EJERCICIO N27: Dadas las siguientes funciones trigonométricas, completar la siguiente tabla, graficar
aproximadamente y analizar.

Angulo de

Amplitud (A) Pulsacién (b) Periodo (T) fase

y=-2senx

y = Ssen(Zx—g)

= —sen(3x+57)
y= —sen{zx+gm

_5
y=5cosx

y = —2cos Gx - %)

y=4cos(2x+§)

EJERCICIO N28 Las siguientes figuras muestran la grafica de funciones del tipof (x) = A sen (bx) y
f(x) = A cos (bx) enintervalos [0; T). Analizarlos y completar el cuadro.

aj vy by <) Ya
3 3 3-
2 2 24

1 f, 1 /\z 1+ fa/\\

—3 : ~% >

0 % of 2 0 1 2 7 41 5n 6
A T i % n 2 7t 1 o 4
-2 -2 -24
-3 -3 -3+
v
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d) va ey, Fyy
34 34 34
f-
2 4+ 2 P o 2 4
1 -4.\ f'/. 1 q-\ / 1 RS
6—0/—0—; o———t——,—’ 0
-1 4 \/‘%‘ _1«.\./2" -1 4
=2 X A -2 4
-3 4 =3 =
A b Formula T Ceros Maximo | Minimo Cc+
fi
Iz
Iz
fa
[s
fe

EJERCICIO N29: Para cada uno de los siguientes graficos correspondientes a la funciéon seno, hallar su

expresion funcional y el valor de abscisa del punto R. Analizar.

y ~

EJERCICIO N210: Para cada uno de los siguientes graficos correspondientes a la funcién coseno, hallar su

0| =

N
y>

expresion funcional y el valor de abscisa del punto R. Analizar.

/r:
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Relacion Pitagérica

De la circunferencia trigonométrica y el dngulo que se observa en la figura, Pitagoras aplicé su
Teorema hallando asf la siguiente relacién:

y
2 2 .
= S sen“a + cos‘a =1
/ \\
g\
=) "k Relacién Pitagérica
0l cosé Q@ ‘:"(130)
\\ //
\\\% 7_/,//sen&—oPTl
cos 6—0Q

Esta relacion es muy util para hallar todas las razones trigonométricas de un dngulo conociendo sélo
una de ellas. Un caso particular ocurre cuando la razén dada es tangente (o cotangente). En este caso,
se debera dividir a la razén pitagérica por cos?a (por sen?a en el caso de la cotangente).

Y
. . 1
/  Ejemplo: sabiendo que sena = — 3 ¥ a pertenece al cuarto cuadrante, hallar las restantes razones

trigonométricas.

(—%)2 + cos?a =1

1
Yl cos’a =1

cosla=1—2 _ ﬁ
4
2
3 V3
cosa = |\/; = |7
V3
2 1
. -2 V3
Como a € 42 Cuadrante, el valor del coseno es positivo. Luego tg a = =2 Tzz =——
cosa V3 3
2
1 1 2V3 1 1 1
Seca:COSCl:E:T COSeCCI:Sena:_—l:—Z cotga=%=E=—\/§
2 3

2
Ejemplo: sabiendo que tg a = g y a € 32 Cuadrante, hallar las restantes razones trigonométricas.

En primer lugar debemos transformar la relacién pitagérica para que aparezca la tangente. Para ello dividimos
ambos miembros por cos?a

ii:jz Zzzzz =— Simplificando y recordando que tg a = % nos queda:
tg?a +1= v
4\? 1
(§> +1= cos’a
16 1 25 1 5 9
9 1= cos’a 9 " cos’a oS E=95

A partir de aqui, el ejercicio resulta similar al anterior ejemplo.

5
_ sena 4 sena

tga = - =3

cosa
5

9

. . , 3
v en el tercer cuadrante, la razén coseno toma valores negativos asi que: cosa = — z

cosa =

. 4
Despejando obtenemos que: sena = — s

\ Las demas razones quedan a cargo de los alumnos

- o e o mm mm mm m mm Em mm mm m mm mm mm mm e mm e mm o e mm e o e e e e e e e e e e o e =
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EJERCICIO N211: Sin calcular el valor de a, encontrar todas las razones trigonométricas, utilizando la
informacién que se da en cada caso.

V20

a) sen&=T y «a € 22 cuadrante
b) cos&=—% ytga>0

c) cotg&d=1 y coseca<O0
~ .3
d tga=4 ae(n,zn)
e) cosec’@ =2 ae3°cuadrante

~ __ 243
f] seca= - @€ 42 cuadrante

EJERCICIO N212: Si sen & = 0,8 y el angulo NO perteneces al primer cuadrante, hallar el valor de cotg &.

EJERCICIO N213: Si sec @ = —3y el angulo NO perteneces al segundo cuadrante, hallar el valor de tg &

Identidades Trigonométricas

Las identidades trigonométricas son igualdades en las cuales aparecen razones trigonométricas y
resultan verdaderas para cualquier valor de los angulos agudos de un tridngulo rectangulo.
Para demostrar o resolver una identidad trigonométrica:

01. Se desarrollan uno o ambos miembros de la misma, tratando de obtener expresiones
equivalentes. Para ello se utilizan las relaciones que se establecen entre las razones
trigonométricas de un mismo dngulo.

02. Se trabaja algebraicamente en cada miembro (NO se pueden pasar términos al otro miembro)
hasta hallar la expresion mds reducida posible.

Algunas equivalencias que sirven para resolver identidades trigonométricas son:

5 ) sena 1 1 1 cosa
sen“a + cos‘a =1 tga = cosec a = seca = cotga =——=
cosa sen«a osa tga sena
, AT T T T T T T T T T T T T T T T T TSI E T TEETEETEE ST T EE ST T TS ST E S
Ejemplo: demostrar la siguiente identidad trigonométrica: tg?a + sen a .cosec a = sec’a N

01
2
sen“a 1 1
— + a .VL— >
cos“a a cos“a

sen*a 1

cos?a cos?a

.ysformamos la expresion en términos de senos y cosenos

02. Hallamos el comtn denominador del miembro de la izquierda:
sen*a + 1.cos?a 1

cos?a cos?a

03. Utilizando la identidad pitagérica obtenemos la igualdad
1 1

cos’a cosla

o — — — — — — — o — — — — — — —



EJERCICIO N214: Demostrar las siguientes identidades trigonométricas:

a) (1—-cosa).(1+seca).cotga = sena b) (1—sen?a).(1+tg?a)=1
c) sec’a. cosec’a = sec’a+ cosec’a d) cosec’a. (1—cos?a)=1
e 1- cos’@ _ con f) sec?a. (cosec’a — 1) = cosec’a
1+sena
1
g) 2.cosecq = —<n& 4 ltcosa h) L = 2sec?a
1+cosa sena 1-sena 1+ sena
i) 1-tga). 1+tga)=2— sec’a j) seca—cosa=tga.sena
1 _ 2 1 — 2
k) .cosa +sena. =1 l) cotg®a + —————— = cosec*a
seca cosec a tga. cotga

Ecuaciones Trigonométricas

Como las ecuaciones trigonométricas son periddicas y sus valores se repiten ciclicamente, es habitual
que las ecuaciones que las involucran tengan infinitas soluciones que también se repiten ciclicamente.
Para resolver una ecuacion trigonométrica haremos las transformaciones necesarias para trabajar
con una sola funcidn trigonométrica, para ello utilizaremos las identidades trigonométricas.

En las siguientes actividades se buscardn las soluciones que pertenezcan al intervalo[0°;360°) o,
equivalentemente [0 ; 27) (soluciones particulares) y el conjunto de todas las soluciones posibles dada
por la clase angular a la que pertenecen (solucién general)

72 ~ \
1 : .
, Ejemplo: :
- 1
: [) Hallar los valores de x que verifican sen x = — 5 I
! :
| . . .
1 ® Calcularemos el valor de x aplicando lo visto anteriormente: :
! 1
I X = arc sen |—5| :
! n I
| X =— |
1 6 |
: e Con la circunferencia trigonométrica se analiza donde existen valores de x que verifiquen la I
I igualdad. Sabemos que el seno posee valores negativos en dos cuadrantes (III y [V cuadrante). :
I
! :
| . 4 7
I Solucién en el Il cuadrante: x; = w + c=er I
! ., T 11 :
| Solucién en el IV cuadrante: x, = 2w — =T |
I
. . - 7 11 . !
: Luego, la solucion particular de la ecuacién es S = {g T; ?n} y la solucion generales €7 U Ci1 I
6 6 |
I
‘e 2 3 |
: I1) Hallar los valores de x que verifican cos” x = " I
I
1 3 \3 1
| cosx| = |- == |
1 4 2 |
! I
! I
I
V3 —¥3 I
I cosxy = — 2 cosx = — |
| 2 |
I
. < . : I
" Luego se debera resolver cada ecuacidn por separado para hallar todas las soluciones posibles. |



EJERCICIO N215: Hallar las soluciones particulares y generales de las siguientes ecuaciones.

a) cosx=—% b) tgx =1

c) V2cosx=1

e) secx=—v2 [ 1—cotgzx:§ g) 4sen’*x =1

d) 3.tgx +vV3=0
h) %.cosec =—3

EJERCICIO N216: Encontrar los valores de xe[0 ; 2)que verifiquen las siguientes ecuaciones. Escribir los
conjuntos soluciones (particular y general) en cada caso.

a)] 2cosx—1=0
T 1
d) cos(x+z)=5

A
g) sec(x—a)——l
j) 2cos’x+3cosx+1=0

m) cos?x—2cosx+1=0
p) senx —2senx.cosx =0

s) 2senx—cosecx =1

b) 4cos’x—1=0

e) sen(x—g)zg

V1
h) cosec (x + 5) =2
k) sen®x +§ senx =2
n) 2secx =tgx + cotg x
q) 2tg*x +sec’x =2

t) (tgx—1).(4sen’x —3) =0

55

tgx—V3=0
tg(x—%n)=—\/§

=1

N———

5
cotg(x—gn
ﬁcoszx—%cosx=0
tgx +3cotgx =4
secx+tgx =20

sen’x = 3 cos?



Respuestas

B T T g )

EJERCICIO N21 &= 120° f=3152 §=2102 $=2882 (=40 §=24925611"

p =48243'34" § =90° »=57219'29" & = 2252

&=2 p =7 g =3t =1 G =L
EJERCICIO N22 &X=m B—6n’ 0—3671' V=57 fi=m
§=0353 p=3325 ¢ = 4,159 » = 5,408
EJERCICIO N@23 a) C969 b) Clzsg C) 6569 d) C2139
EJERCICION4  a) Cs_ b) Cs_ ) Ci, d) Cz
6 4 5 3
EJERCICIONSS V F F F V V
EJERCICIO N26
Interv. Dom f(x) Im f(x) Co C, C_

i) | om LR 5| (BDuGnin) | (n-DuEin

Interv. Dom f(x) Im f(x) Co C, C_
(;n; | R [-2;2] {—2m; —m; 0; } (—;n; —21'[) U(=mo0) | (-2m-m)u(0;m)

EJERCICIO N27

Amplitud (A) Pulsacion (b) Periodo (T) Angulo de fase
y=-—2senx 2 1 2m 0
- T
y=55€n(2x—§) 5 2 T 3
= —sen(tx+1n) 1 1 6 _T
y= —sen(;x+;m 3 s 3
5 5
=2 z 1 2T 0
y=5cosx >
=2 1 i 2 1 T
y=- cos(zx—a) 2 8 3
T s
y=4cos(2x+;) 4 2 T 2
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EJERCICIO Ne8

Al b Férmula T Ceros Mdx Min (0
fi _ T L 3 T :
3 | 2 | fi(x) =3sen (2x) T {0,5} (3m3) | (3m-3) (0; E) (%)
f2 2 2 ) 3 3 9 3 3
2 3 f2(x) = 2 sen (gx) 3 {0, En} ( ZTT.Z) (Zn, —2) (0; ETL’) (E”' 371')
3 1 1 9 3
s 2 3 f3(x) = =2 sen <§X) 6m | {0; 3m} ( ;ﬂ,z) (ETL'; —2) (3m; 6m) (0; 3m)
fa _ T w3 . 1 RATNYER. .
1 4 | fo(x) = cos (4x) 2 {g, §n} (0;1) (Zm_l) (O'E)U(E”'E) (—. —n)
T 3 T T
f5 2 1 | fs(x) =2cos (x) 21 {2; Erc} (0;2) (m;-2) (O;E)Uen;Zn) (—, En)
fe 2 2 3.9 3 : 3.9 3 o
3 3 fs(x) = =3 cos (§x) 3m {Zn, Zn} ( 37 3) 0; —3) (er,zrr) (O,Zn) V] (Zn, 371)
EJERCICIO N29
1
f(x) =3 sen (Ex) R = (m;3)
1 4 9 1
feo=gsen(3x)  R=(Gm—3)
f(x) = sen (x +%) R = (gn; —1)
EJERCICIO N210
3 2
f(x) =2cos (Ex) R = (En; —2)
f(x) = cos (2x) R = Gn; O)
f(x) =3 cos (x+g) R=(g;—3)
EJERCICIO N211
cos @ tga cosec @ sec@ cotg @ send@ tga cosec i sec& cotg &
1 1
e B T EE A PRV (- b) | _22%6 NEI I N T -
a) 2 2 26 5 5
cos@ | send@ | cosecd | secd | tga J cos®@ | sen@ | cosec@ | sec@ | cotgd
o | 2| 2| vz | vz| 1 ) T [ W | T | g | L
Z 2 17 17 4 4
cos@ | send | tgd | sec@ | cotgad f) cos@ | sen@ | tgd | cosec@ | cotga
e | vz | _V2 1 -2 1 V3 E I _2 —\3
2 2 2 2 3
EJERCICION®12  cotg @ = — >
EJERCICIO N213 tga =22
EJERCICIONe1S  a) S = {Zn;fn} C2 U Ca b) S = {ln;in} €1 UCs
3 3 = 37 4 4 27 i
1 7 5 11
) s={imin}  CLuc, d) s ={m2n Cz, U Car,
e)s={nin} ¢ ucs f)s=Fiminin}  Cruc, UG UCs
44 i o 3’37733 3 37 3 37
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m 5 7

9) s ={Gigmer

EJERCICIO N2916

D S= 5 5imin)
m) S = {0)
w §= {5 i)

p) S ={5:37)

0 S={gigmgmg )
r)S=¢

) S={3 gmen

0 S={HTimimamim)

16—1n} CzucC

s UC7z UCu

CruC

3

C=uC

3

C=uC

3

n
3

2 UCs UCs
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UNIDAD N° 6

La geometria analitica es la
rama de la matemdtica que
estudia la relacion entre el
algebra y la geometria.

Resulta util para programar
una computadora y ver
grdficos de distintas figuras
en tres dimensiones, ya que
las rectas en el plano y en el
espacio, o los planos en el
espacio, pueden expresarse a
través de operaciones entre
vectores.

De esta manera, es posible
encontrar regularidades y
propiedades que los
caracterizan.

ECUACION VECTORIAL
DE LA RECTA
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Vectores

Se llama Vector AB al segmento orientado que empieza en A y termina en B. Simbolicamente se escribe
U =4B El punto A se llama Origen y el punto B extremo.

Sid = (ag;a,) yB = (by;b,), entonces B = AB = (b; — ay; by, — ay)

Sentido

Ejemplo: Sea A = (1;5) y B = (3; 8), entonces
AB = (3—1;8—5) > AB = (2;3) Vector director de la recta que pasa por Ay B

El producto de un vector ¥ por un escalar (nimero real), es un vector que tiene igual direccién que v, y
cuyo moédulo es el producto del médulo de ¥ por el nimero real dado. El sentido dependera del signo del
escalar: si el escalar es positivo, el nuevo vector tendra el mismo sentido que ¥, de caso contrario sera de
sentido opuesto.

3 4B

ECUACION VECTORIAL DE LA RECTA

Consideremos el sistema de ejes cartesianos y en él una recta L. En L dos puntos, por ejemplo Ay B.
Para hacer una ecuacion vectorial necesitamos un vector posicion y un vector director.

6

5

Y

"

El vector posicidn es el vector que tiene por origen el (0;0) y
extremo A.

Cualquier punto X de la recta L, se obtiene de la suma vectorial
del vector posicion de A y una cierta cantidad de veces el vector
director AB. Luego podemos escribir:

L:0X = OA + k.AB
L:(x;y)=(al;a2)+k.(b1_a1;b2_a2) kE]R

Ejemplo: Sea A=(1;5) y B=(3;8). Hallar la ecuacién vectorial de la recta L que pasa por Ay B.

AB = 3-1; 8-5) > AB =(2;3) Vector director de la recta que pasa por Ay B

L:(x;y) = (1;5)+k.(2;3) keR
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ECUACION PARAMETRICA DE LA RECTA

A partir de la expresion de la Ecuacion Vectorial de la Recta podemos obtener las ecuaciones Paramétricas
de la misma.
L:(x;y):(al;a2)+k.(b1_a1;b2_a2) kER

Si realizamos las operaciones podemos escribir la ecuacién de la siguiente forma:
L: (.x, y) = (a1 + k. (bl - al); a, + k. (bz - az)) keR

L: {x = aq + k. (bl - al)
y=a;+k.(b;—ay)
Ejemplo: Hallar las ecuaciones paramétricas de larecta L: (x;y) = (1;5)+k.(2;3) k € R

{x=1+k.2
y=5+k3

Para verificar si un punto pertenece o no a la recta, debemos hallar el valor de k. Como el valor debe ser
unico, debe verificar ambas ecuaciones paramétricas. En caso de no verificar ambas ecuaciones el punto no
pertenece a la recta.

I) Verificar si el punto (9; 17) pertenecealarecta L: (x;¥) = (1;5)+k.(2;3) k € R

 / - (x=1+k.2
Hallamos la ecuacién paramétrica de la recta L: {y —54k3
9=1+k.2 17=5+k.3
8==k2 12 = k.3 Luego el punto (9; 17) pertenece alarecta L

[I) Hallar la ordenada al origen de larectam: (x;y) = (6;2) +k.(2;3) k € R

{x=6+k.2
y=2+k.3

“_n

La ordenada al origen es el punto de interseccién de la recta con el eje “y”, poresox = 0
0 =6 + k.2 despejando k, obtenemos: k = —3
Reemplazando k = —3 enla coordenaday: y =2+ (-3).3=-7

La ordenada al origen de m es: (0; —7) /

o e e

Ecuacion Vectorial de 1a recta a partir de su expresion cartesiana
Dada la ecuacidn cartesiana de unarecta L : y = mx + b, deseamos expresarla en forma vectorial.
Existen dos formas para hallar la expresion vectorial de L:

Forma 1: Cada punto de la recta tiene coordenadas (x; y) , entonces escribiremos los puntos del plano de
la recta L de la siguiente forma:

L:(x;y) = (x;y) = (x;mx +b)

L: (x;y) = (x;mx) + (0; b) L: (x;y) = k.(1;m) + (0; b) keR
L: (x;y) = x.(1;m) + (0; b)
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Forma 2: Podemos darle valores a x para obtener su imagen. Luego de hallar dos puntos de la recta, se
podra calcular el vector director. La ordenada al origende L : y = mx + b es (0; b). De esta forma la recta
tiene una expresion:

A= (x;y1) B=(x3y) - AB = (X2 —X1; Y2 — Y1)
L: (x;y) = k. (x3 — x1; y, —y1) + (0;b) keR

Ejemplo: Hallar la ecuacién vectorial delarecta L: y = 3x—5
e Formal: m=3 b=-5 - L: (x;y) = k.(1;3) + (0; =5) k eR

e Forma?Z2:
Parax=1 y=31-5=-2 - (1;,-2)
Parax=2 y=32-5=1 - (2;1)
U= (2 -1;1-— (—2)) = (1;3) entonces: L:(x;y) = k.(1;3) + (0; =5) keR

Rectas Paralelas
Dos rectas, en forma vectorial, son paralelas si poseen igual vector director

Ejemplo: Hallar la ecuacién vectorial de la recta M, paralelaa L: k.(—2;1) + (1;3), k € R que pasa por el
punto (—3; —4)

M: (x;y) =k.(—2;1) + (—3;—4), keR

EJERCICIO N21: Hallar la ecuacion vectorial y paramétricas de la recta que pasa por los siguientes puntos.
Graficar

a) A=(-1;4) B=(3;2)
b) T=(2;5) R=(-2;-1)
c) M= (2;5) N =(-1;5)
d P=(2;3) Q=(5;2)
EJERCICIO N22: Hallar la ecuacion vectorial de la recta que posee igual vector director quey = —x + 6y

pasa por el origen de coordenadas.

EJERCICIO N23: Hallar la ecuacién vectorial y paramétrica de la recta que es paralelaay = 5x + 1 y que
pasaporel (2;1)

EJERCICIO N24: La ecuacion de la recta R es —3y + 6 = x. Escribir la ecuacién vectorial y paramétrica
de una recta cuya representacion grafica sea:

a) Unarecta A, paralela a R, que pase por el punto (3; —2)
b) Unarecta B que no sea paralela a Ry que tenga la misma ordenada al origen que R
c) Unarecta D, paralela al eje %, que tenga la misma ordenada al origen que R
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EJERCICIO N25: La recta M tiene por ecuacion M: (x;y) = k.(—2;1) + (—3;—4), k € R. Se pide:

a) Hallar la ordenada al origen de M
b) Verificar silos puntos A= (-17;3) B=(1;6) y C=(-11;0) pertenecen a M
c) Escribir la expresion cartesiana de la recta M.

EJERCICIO N26: Hallar las ecuaciones vectoriales de las rectas que cumplen con las condiciones pedidas en
cada caso.

a) Resparalelaay = 2x + 3 y pasa por (8, 3)
b) M es paralelaalarectaNBy pasaporA = (2;4),siendo N = (3;2)yB=(4;5)

Producto escalar entre vectores

Se define el producto escalar entre el vector & = (x4;y,) y ¥ = (x5; ¥,) como:
UV =% + V1.V

Se dice que dos vectores son perpendiculares si su producto escalar es 0.

Ejemplo: Hallar el producto escalar de los siguientes vectores:

Ai=(;3)yT=(-12) Ud=1(-1)+32=-1+6=5
— — 1 1 - - 1 1 — -
b)u=(-3;2)y v=(§;5) u.v=(—3).§+2.5=—1+1=0 ulv

Rectas Perpendiculares

Dos rectas L y M, escritas en forma vectorial, son perpendiculares si el producto escalar entre sus vectores
directores es cero.

Ejemplo: Hallar la ecuacién vectorial de la recta R, perpendiculara L: k.(—1;3) + (—1;2), k € Rque
pasa por el punto (2; 3)

u=(-1;3)yv=(a;b) uUv=a.(-1)+3.b=0 despejando una de las incégnitas: b = %a
1 1
V= (a;b) = a;—a) paraa = 1resulta ¥ = (1;§>

EJERCICIO N27: Si R es larecta de ecuacién: y = — %x -2,
a) Escribir la ecuacion vectorial de una recta L paralela a R y de ordenada al origen 4.

b) Escribir la ecuacién de una recta S perpendicular a R sabiendo que el punto (0, -1)
pertenece a S.
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EJERCICIO N28: Encontrar la ecuacion vectorial de las rectas que verifican las siguientes condiciones:

a) Pasaporel(1;1)yesparalelaay =2x —3
b) Pasapor (—1;0)ypor(0;3)
c¢) Pasaporel (2;0)yes perpendicular alarecta de ecuacion y = —x + 2

d) Esparalelaay = %x — 3 ysuordenada al origen es 5

EJERCICIO N29: La ecuacion de la recta T es 6 — 3y = 4x. Escribir la ecuacién vectorial de la recta cuya
representacion grafica sea:

a) Unarecta M, perpendicular a T, que pase por el punto (4 ; 2)
b) Unarecta Q, paralelaa T, que cortealejexenx =5
c¢) Unarecta H, no perpendicular ni paralela a T, pero que tenga la misma ordenada al origen que T

EJERCICIO N210: ;Es verdad que la recta G que pasa por los puntos (—2;36) y (2; 39) es perpendicular a
larecta T del punto anterior? Justificar

EJERCICIO N211: Considerando el tridangulo ABC, cuyos vértices son: A = (2;5), B =(0;3),C = (t;-5).

a) Hallar la ecuaciéon vectorial de la recta que contiene al lado AB
b) Hallar el valor de t para que el tridangulo sea rectangulo en B
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Respuestas

EIERCICIONT @) L: (x;y) =k (4 -2)+(-1;4) k€ER L: {J}C,z;l_-;:k
by M:(x;y) = k (—4;—-6) +(2;5) k€ER M: {;zé:zllz
N:(x;y) =k(=3;0)+(2;5) keR N: {J;=:25—3k
@) P: () =k (3i—1) + (3) kER P23

EJERCICION?2  L:(x;y) =k (1;,-1)+(0;0) k€eR

EJERCICION?3  R:(x;y) =k (1;5)+(2;1) k€eER

EJERCICIO N2 4 a)A:(x;y)zk(l;—§)+(3;—2) keR

b)B:(x;y) =k (1;1) +(0;2) k € R pueden existir infinitas con distinto vector director
)D:(x;y) =k (1;0)+(0;2) keR

11
EJERCICION?25  a) Ordena: (0 ; —7)

b) AEM BgM CeM

11

1
Ay=—%x—~+

EJERCICION?6 a)R:(x;y) =k (1;2)+(8;3) k€eER

D)YM:(x;y) =k (1;3)+(2;4) keR

EJERCICION?7 a)L:(x;y) =k (1; — %) +(0;4) keR

b)S:(x;yv) =k (1;2)+(0;-1) keR

EJERCICION?8 a)R:(x;y) =k (1;2)+(1;1) keR
b)S:(x;yv) =k (1;3)+(—1;0) keR

AOM:(x;y)=k(1;1)+(2;0) keR

D W:(xy) =k (1; §)+(0;5) k€R
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EJERCICION29  a) M:(x;y) =k (1;%) +(4;2) keR

b) Q:(x;y) =k (1;—3) +(50) keR
AH:(y) =k (1,1 +(0;2) k € R pueden existir infinitas con distinto vector directora M o Q

EJERCICIO N2 10 G es perpendiculara T

EJERCICION?11 a)M:(x;y) =k (1;1)+(2;5) keR

D)T:(x;y) =k(t;—8)+(0;3) keER —-t=38
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UNIDAD N° 7

INTEGRALES

67

La primera técnica
sistematica documentada
capaz de determinar
integrales es el método de
exhauscion de Eudoxo (370 a.
C.), que trataba de encontrar
areas y volimenes a base de
partirlos en un nimero
infinito de formas para las
cuales se conocieran el area o
el volumen. Este método fue
desarrollado y usado mas
adelante por Arquimedes, que
lo empled para calcular areas
de parabolas y una
aproximacion al area del
circulo. En el Siddhanta
Shiromani, un libro de
astronomia delsiglo XII del
matematico indio Bhaskara II,
se encuentran algunas ideas
de calculo integral.

A comienzos del siglo XVII, se
produjeron nuevos adelantos
con las aportaciones

de Barrow y Torricelli, que
presentaron los primeros
indicios de una conexion
entre la integraciéon y

la derivacion.


https://es.wikipedia.org/wiki/Eudoxo_de_Cnido
https://es.wikipedia.org/wiki/Siglo_XII
https://es.wikipedia.org/wiki/Bhaskara_II
https://es.wikipedia.org/wiki/Evangelista_Torricelli

Primitivas

. o . d
Como ya sabemos, la derivada de y = x3 es y' = 3x2, y lo escribimos asi: ﬁ =1y’ = 3x2. Esto

mismo se puede expresar diciendo que la primitiva de 3x? es x3, y lo escribimos asf:
f 3x2dx = x3

La obtencién de primitivas es, pues, el proceso inverso del de la derivacion. Formalmente: F(x) es
primitiva de f (x), si F'(x) = f(x). Entonces se escribe:

F(x) = [f(x) dx

Cada funcion tiene infinitas primitivas, pues si F (x) es primitiva de f(x), también lo son todas las
funciones F (x) + ¢, cualquiera que sea la constante “c”. Por eso, se suele escribir:

jf(x) dx =F(x)+c

Ejemplo:

3 3 3 3 3
x . x x x x 3 P .
fxzdx: ?+c esdec1rque?;?+\/§; 5 —7;?+ S ,sontodasprlmltlvasdex2

pues si

las derivo obtendré nuevamente x?
A la expresion [ x? dx, se la llama también, integral indefinida o, simplemente, integral de Xx°.
Por eso, el calculo de primitivas, se suele llamar calculo de integrales o integracion.

Puesto que el proceso de integracion es opuesto del de derivacion, muchas de sus propiedades se
deducen, inmediatamente, de las propiedades de las derivadas.

“«_n “«_n

ody . . . : .
La notacion d—z indica que se va a derivar la funcién “y” respecto a la variable “x”. Andlogamente,

“«_n

en la integracion, [ x? dx indica que se integrara respecto a la variable “x”. Si tuviéramos [ x? dv

“«__n

se integraria respecto a la variable “v” y este caso x? serfa tomado como constante ya que no
depende de la variable “v”.

Propiedades de las primitivas

Las propiedades mas importantes son:

1 [[f(x)+g@)]dx=[f(x) dx+ [g(x) dx 6. [cosx dx = senx+c
2. fe.f(x)dx=c.f(x) dx 7. [eXdx= e*+c
xn+1 a*
3. [x"dx = + c n#-1 8. [a¥dx= —+c
n+1 Ina
4. fx_ldx=f%dx= %= Inx+ c 9. [sec’x dx= tgx+c
5. [senx dx = —cosx +c¢ 10. [cosec?x dx = —cotgx +c¢
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EJERICICIO N°1: Calcular las siguientes primitivas y verificar los resultados por derivaciéon

a) [ x%dx = ) [ ==

b) [1dx = f) [ cosec?x dx =
¢) [senx dx = 9) [ sec?x dx =
d) [z dx = h) [ 7x dx =

EJERICICIO N22: Calcular las siguientes integrales

a) [(x®+3x)dx = 9) f(4seny— ey+%) dy =
1 2

b) [(2x? — senx) dx = h) I(F+p3) dp =

¢) f(1+ cosx)dx = ) f(‘{/}+i/§)dy:

D) (G0 +3) dx = DI -5) da=

e)f(7y3—9y+z) dy = k) fWT_mdm=

N [P dy = Df(E-2)dx=

Integracion por Sustitucion

No siempre podemos calcular una integral en forma inmediata aunque a veces sospechemos su
respuesta. Existen casos donde es conveniente “sustituir’ una parte de la funcién por una variable
al igual que su diferencial. Veamos un ejemplo para ver como se procede

o e mm mm mm mm mm mm o mm e e e o mm mm mm mm mm mm mm mm mm e mm mm mm mm mm e mm mm mm mm e e mm mm mm e mm e mm e e e =

Ejemplo: Calcular fzdx =

x+3

Podemos ensayar reemplazando el denominador por una nueva variable: g = 2x + 3
Calculemos su diferencial dg =2dx - %dg = dx reemplazando todo en la integral original nos queda

1
5dg ) . ) d
fZT = como las constantes pueden salir fuera de la integral nos queda esta integral %f;g = queya
d
sabemos resolver lf—g = llng +c
2 g 2

]

vi u jercici i i, si u volv zZ u v :
No debemos olvidar que el ejercicio no termina ahi, sino que debemos volver a reemplazar or su valor
ya que el calculo original dependia de la variable “x”

dx 1
[ m=;m@x+3)+c
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EJERICICIO N23: Resolver las siguientes integrales por sustitucién:

cos (5m)

a) [ (5+2x)8dx = g9) fsecz(Sm) dm =

D) f = m) J 5o dx =

0) [ F2 dx = i) [ dy =

d) [cos3x. senx dx = ) ff::: dx =

e) [tgx dx = k) [e>* dx =

) [7cos(4m—3) dm = D [xNx2+2 dx=

Integracion por Partes (o regla del producto)
Recordemos la formula de diferenciacion (derivacion) del producto de funciones:
D [u(x).v(x)] = u' (x).v(x) + ux).v'(x)
Que expresada en notacidn diferencial queda asi:
d[u(x).v(x)] = du(x).v(x) + ulx).dv(x)
Despejando la dltima suma, queda:
u(x).dv(x) = d [ulx).v(x)] — du(x).v(x)

Integrando ambos miembros:

ju(x).dv(x) =ulx).v(x) — j v(x). du(x)

Esta formula permite calcular la integral [ u.dv a partir de la integral [ v.du. Si la integral de esta
es sencilla, el procedimiento es util, de lo contrario, debe descartarse. Por eso es fundamental hacer

una correcta eleccion de quiénes u(x) y dv(x)
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Observemos que, al derivar, x se simplifica, y que al integrar, e* no se complica. Por lo tanto elegimos

u(x) =x - dux)=1dx=dx

dv(x) =e*dx - v(x)= fex dx = e*

Con estos datos, y utilizando la férmula antes vista, resulta:

J-x.e" dx=u.v—fv.du=x.ex—fe"dx =x.e¥—e*+¢

EJERICICIO N24: Resolver las siguientes integrales por partes:

a) [Inx dx =
b) [x.senx dx =
c) f%.lnx dx =

d) [x% Inx dx =

e) [x2%. e¥ dx =
) [x.sec’x dx =

g) [x?. senx dx =

h) [e*. cosx dx =

Cdiculo de la Integral Definida - Regla de Barrow

Si f es una funcidn continua en un intervalo [a; b] y F es una primitiva cualquiera de f, entonces:

Cailculo de Areas

b
f £() dx = F(b) — F(a)

Si f es una funcion positiva en [a; b], el area contenida entre el
[ ”»

eje “x
x = b queda calculada con esta regla.

y la gréfica de la funcién f entre los valores x =a y

b
[ fedx =) - F@)
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Ejemplo: calcular el area encerrada por la recta de ecuacion f(x) = 6 — x y el eje x en el intervalo [2; 5] .
5

a=f6-0de=(6x-2)| =(65-2)-(62-2)=75
2

“w n

Si f es una funcidon negativa en [a; b], para calcular el 4rea contenida entre el eje “x
y la grafica de la funcién f entre los valores x = a y x = b debemos cambiar el signo

\ /=f(x) ala integral.
X

Ejemplo: calcular el rea encerrada porla curva f(x) = x? — 4 y el eje x en el intervalo [—2;2]. *
2
A=-L@-0de=-(S-ax)| =(-2+8)-(3-8)=16
-2
Tv Si f es una funcién con partes positivas y negativas, para calcular

el area A de la region sombreada, debemos hallar primero los puntos
de interseccion de f con el eje x. luego sera:

A= Area R, + Area R, + Area R,

e

A=Lbf(x) dx—]bcf(x) dx+fcdf(x) dx

Ejemplo: calcular el 4rea encerrada por la curva f(x) = x3 — 4x y el eje x en el intervalo [—2; 2] .

! \
! |
: |
I 4l A = Area R, + Area R, :
: : !
: 2 A=f_22(x3—4-x) dx—foz(x3—4x) dx I
| 0 2 |
! — (X _ o2 _ (¥ _ 5,2 - I
: -3 -2 -1 ¢ 1 2 xs A_(4 2x )l (4 2x )| - |
1 1 -2 0 :
! . A=[0-(4—8)]—[(4—-8)—0]=4+4=8 |

I
| 3 |
! I
1 4 |
! I
! |
! I
' X
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Si f y g son dos funciones tales que sus graficas se cortan en los puntos de abscisas x; y x, y
f(x) = g(x) en [xq; x,] entonces el drea A encerrada entre las dos curvas se calcula como el area
de la diferencia de las funciones

b
A= f ) — g0l dx

a
y=g (x)

% e——

.;< _

EJERICICIO N25: Calcular las siguientes integrales definidas:

a) f03 —2x2dx = d) fol(x2 —x)dx =
b) f_zl(x +1)dx = e) f25(3x2 —2x+3)dx =
c) fogsenx dx = 1) f26\/x—2 dx =

EJERICICIO N26: Calcular el 4rea limitada porla curva f(x) = x? —1 yelejex,desdex =1 a x =3

EJERICICIO N27: Calcular el 4rea limitada entre f(x) = x? y g(x) = 2x
EJERICICIO N28: Calcular el area limitada por f(x) = %xz +x+1 ,elejex,ylasrectasx =1y x =3

EJERICICIO N29: Calcular el 4rea limitada entre f(x) = —x?2+x yg(x) = —x
EJERICICIO N°10: Calcular el drea limitada entre f(x) = x2 =5 y g(x) = 2x +3
EJERICICIO N211: Calcular el area limitada entre f(x) = g ,gx)=3x y h(x)=4—x

EJERICICIO N213: Calcular el 4rea limitada entre f(x) = x3 ,g(x) =2x y h(x) =x
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Tablas y Anexos

Angulo sen cos tg
0° 0 1 0
o (T 1 V3 V3
30 (6) 2 2 3
o (T V2 V2
+°(3) ) ) '
o (T V3 1
60 (3) B 2 V3
s
90° (E) 1 0 A
o (2 V3 _1
1209 (§TC> ? 2 - 3
3
1550 () : = o
4 2 2
5 1 V3 V3
o= - _ ¥y .
150 (6”) > 5 3
180° (1) 0 -1 0
7 1 NE V3
oL - A y°
210 (67'[) > 5 3
5
2250 (—n) _ ¥z _ 2 1
4 2 2
4 NG 1
ol _ Y- —
240 <3n> - > V3
3
270° <§n> —1 0 2
o (2 V3 E
3002 (gﬂ) - 7 2 - 3
7
215 (1) & - o
4 2 2
11 1 V3 NE)
o~ - = vy .
330° (g m) z : 3
360° (2m) 0 1 0

Significado de uno elevado a infinito, 1°| |

Si se pregunta cuanto vale uno elevado a infinito, 1a respuesta suele ser que 1* es una indeterminacién, o
que no se puede saber con seguridad el valor de 1, o que 1% puede tener cualquier valor. Sin embargo, la
mejor respuesta es que 1 no tiene significado matematico, no designa ningin objeto matematico. Lo
mismo que 7/0 o cualquier nimero dividido por cero, que tampoco designa ningin objeto matematico. O lo
mismo que arbol/naranjas (arbol dividido por naranjas), o cobre®9“% (cobre elevado a agua), que no
significan nada aunque se utilicen simbolos que si tienen significado cuando estan combinados con otros
simbolos. El signo de divisién / tiene significado en 4/2, pero no lo tiene, como hemos dicho, en

arbol/naranjas. 'Elevado a' tiene significado en 42 , pero carece de él en 1% . Tampoco tienen significado
matematico expresiones como 0/0, 0/ 000/ 0.
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Propiedades de Potencias y Raices

an.qm = an+m

producto de potencias de igual base, se suman los exponentes

bn : bm = pn-m divisién de potencias de igual base, se restan los exponentes
(cn)m = ¢cn.m potencia de otra potencia, se multiplican los exponentes
a’=1 todo niimero elevado a la potencia cero da 1
b =b todo nimero elevado a la potencia uno da el mismo numero
a.b)" =a". b" la potencia es distributiva respecto del producto
p P p
a:b)" = an : b la potencia es distributiva respecto a la division
p p

(a+b)" # a" + b"

la potencia NO es distributiva en la suma o resta

Lenguaje Formal

Ejemplos

1)

2)

3)

4)

5)

Exponentes racionales
m m
(Na)” =Vam=a"/n cona >0, mmneN
Distributiva en multiplicacién y divisién
n n
Va. Vb =Va.b cona,b>0 neN
Ya «fa
Vb b
Raiz de raiz
n
I"a=""a
Simplificacién de radicales
e Sinespar = WYa"=|a|
e Sinesimpar = YVa'=a
Radicales equivalentes: Una raiz enésima positiva no
varia si se multiplican o dividen por un mismo niimero el
indice y el exponente del radicando.
Na =""a™™ con m,r >0
Var =""a"™ con m,r >0, m esdivisordenyr

1)

2)

3)

4)

5)

(¥8)" = V8% = 83

V26 =2|=2
V=285 =121 =2
Vs3=5

V57 = -5

V32.a% = *2/(32)%. ()7 = "V3%.a°

Sinespar

Sinesimpar

9\/53.a6 = g:i/53:3.a6:3 = i/S.a2
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Ecuaciones y Funciones Cuadraticas

Tipo Expresion Lenguaje Simbdlico Ejemplo
2 _ f(x) = x?—4
ax +c:CO X2 —4=0
f(x)=ax2+c |x| = 7 |x|=\/Z
—C —C xl = 2 y xz = _2
=g Y T, i
Dos raices reales opuestas
f(x) =3x% + 6x
Incompletas 3x24+6x=0
ax®>+bx =0 x.(3x+6)=0
x(ax+b) =10
f(x) = ax? + bx =0y x=ax+b=0 %, =0 y 3x+6=0
6
x2 - _E xz = —§
xz = —2
Dos raices reales distintas, de las
cuales una siempre es cero.
flx) = —-2x*+5x—2
—2x*>+5x—2=0
ax’+bx+c=0 a=-2 b=5 c¢c=-2
—-54,/52 —4.(-2).(-2)
Férmula Resolvente X2 = 2.(=2)
Completa | f(x) = ax? + bx + ¢ = —5+v25—-16 —-5+v9
1,2 — _ - _
_—bi\/bz—4ac —5i34 4
X2 = Xip = ——
_ —5+3 _ —5-3
X1 = y X2 = ")
-2 1 -8
Xy = _—4 = E y X, = _—4 =2
Dos raices reales distintas
FORMA EXPRESION PARAMETROS
Polinémica f(x)=ax®*+bx+c a,b,c
Canodnica f)=alx—x,)%+y, a, Xy, Yy
Factorizada f(x) =alx —x1)(x —x3) a, X1, Xy
v = —_b Vo = f(xy) b* — 4ac > 0 — 2 raices reales
Y 2.a b?> —4ac =0 - 1lraizreal

b?* — 4ac < 0 - No tiene raices reales
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